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Prefazione

Questo secondo volume della Geometria descritti-
va ¢, essenzialmente, dedicato alle applicazioni dei
metodi e delle costruziom trattate nel primo. Le ap-
plicazioni riguardano due domini della nostra
scienza: lo studio delle figure geometriche nel pia-
no e nello spazio, e lo studio delle torme complesse
del design'e dell’architetiura, e cio il progetto,

La prima parte del libro raccoglie teorie ¢ tecni-
che della rappresentazione matematica e della rap-
presentazione numerica, esaminate ned rispettivi
ambiti di applicazione, che sono quelli della model-
lazione per superfici e per solidi e della modellazio-
ne per poligoni e per superfia di suddivisione. Gli
Autorl di questi capitoli descrivono quel principi
generali ¢ quegli accorgimenti pratici che permetto-
no ad un lettore attento di orientarsi con sicurezza
nell’apprendimento dei software dedicati a questi
due diversi metodi di rappresentazione.

Nella seconda parte, | metodi suddetti sono ap-
plicati alla costruzione ¢ allo studio delle figure che
sono argomento tradizionale della geometria de-
scrittiva: vale a dire le linee curve, piane e sghembe,
e le superfici, rigate, sviluppabili, di rivoluzione,
etc. | metodi digitali, e particolarmente quello ma-
tematico', mostrano qui tutta la lore efficienza, pri-
ma nel momento dells genesi geometrica, ovvero
della costruzione della forma, poi nel momento del-
la verifica sperimentale delle proprieta geometri-
che della stessa.

Questa verifica, avvalorata dalla accuratezza mi-

crometrica della rappresentazione, ha piena dignita
di strumento dell'indagine geometrica, e si propo-
nie come metodi i dimostruzione esistenziile, per usa-
re una efficace espressione di Gino Loria.

MNella terza parte, i medesimi metodi sono appli-
cah alla costruzione e allo studio di forme che ricor-
rono nel progetto dell’architettura ¢ del prodotto
industriale: + poliedri, come prefigurazione delle
strutture reticolari; gli archi e le volte; i tetti, nelle
varie conformazioni imposte dalle ipotesi di pro-
getto; la stereotomia della pietra, quanto mai attua-

le dopo I'introduzione delle macchine di taglio a :

controllo numerico; la stercotomia del legno e infi-

ne gh effetti della luce sui corp, ovvero la rappre-

sentazione delle ombre e del chiaroscuro.
Cuesto elenco non esaurisee, evidentemente, il
campo assai pits vasto delle applicazioni della geo-

metria descrittiva (si pensi, ad esempio, alla costru- |

zione degli ingranaggi, al disegno dell’ ordine archi-
tettonico ecc.), ma offre alcuni esempi del rapporto
tra la teoria geometrico descrittiva, la speculazione
geometrica e il progetto, e del potenziamento di
questa sinergia indotto dai sistemi digitali.

Le rappresentazioni digitali, mfatti, non solo
rendono pin facili e rapidi risultati espressivi che ri-

chiederebbero, altrimenti, giornate di lavoro, ma : conpatti/cantatti?frompg=edu-

potenziana il valore euristico dell’atto rappresenta-
tivio.

Quel «fornire continui esempi del passaggio dal
noto all'ignotos, che & tipico del disegno geometri-
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CAPITOLO 2

Gli archi e le volte

Riccardo Migliari e Federico Fallavollita*

2.1 Nomenclatura e classificazione
generale degli archi e delle volte

Occorre innanzitutto distinguere le strutture desti-
nate a coprire le discontinuita di un muro dalle
strutture destinate a ricoprire interi ambienti. Chia-
meremo archi le prime, volte le seconde.

Archi e volte sono, per elezione, strutture curve,
tuttavia entrambe possono essere costruite anche
in piano o con lievissime frecce o monte: chiamere-
mo queste particolari costruzioni piattabande, siano
esse destinate a coprire un varco, sia un intero am-
biente.

Elementi di comune nomenclatura per archi,
volte e piattabande sono (figura 2.1):

* i conci, cioe i blocchi di pietra che formano la
struttura;

e i filari, che sono i ricorsi orizzontali dei conci o
dei mattoni;

e iletti che sono i piani sui quali poggiano, gli uni
sugli altri, i conci o i mattoni; i letti sono, di rego-
la, perpendicolari all’intradosso;

* la chiave, che ¢ il concio pil alto dell’arco, posto
sull’asse di simmetria della struttura;

e il cervello (o chiave di volta), che & il concio pit1 al-
to della volta;

e le spalle o piedritti, che sono gli appoggi della
struttura;

il piano d’imposta, che & la superficie superiore dei

piedritti, sul quale la struttura si appoggia;

I'intradosso, che & la superficie inferiore della

struttura;

il sesto o profilo, che e la sezione verticale dell’in-

tradosso;
le linee d’imposta, che staccano l'intradosso dalla
superficie interna dei piedritti;

gli archi d'imposta, che sono i profili che delimita-

no sul fronte I'intradosso delle volte;

la linea di chiave, che ¢, nelle volte a sviluppo li- :
neare, il luogo geometrico descritto dai punti :

ove la tangente ¢ orizzontale;
la corda o luce, che ¢ la distanza tra i piedritti;

la freccia o saetta o monta che ¢ la distanza tra il
piano di imposta e il punto piu alto dell’intra- |

dosso;
U'estradosso, che e la superficie superiore della
struttura;

il vinfianco, che € la muratura destinata a contene- i

re le spinte laterali della struttura e a riportare in
piano 'estradosso;

gli speroni e le porcelle, che sono strutture di alleg-

gerimento del rinfianco;

le fronti, che sono le superfici verticali che delimi- |

tano la struttura;

le reni, che sono le parti della struttura comprese i o .
tra i piedritti e i letti il cui lo di dio & pitt * Riccardo Migliari ha curato i
ra i piedritti e i letti il cui angolo di pendio @ pilt § . 2ora6i 2.1 e 2.2, Federico Fal-

i lavollita i paragrafi 2.3 e 2.4.

vicino ai 30°;
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Fig. 2.21

i quattro archi di circonferenza di centro C, e A, B
e C, che siintersecano, due a due, nei punti C, e C,,
rispettivamente a destra e a sinistra dell’asse. Si
costruiscono le rette C,C, e C,C, e si descrive infi-
ne il profilo come segue: centro in C,, raggio C,A
fino a incontrare la C,C, in D; centro in C,, raggio
C,D, a riprendere la curva e cosi via con centri in
C,eC,

Sesto siriano rilevato da Mauss-Choisy

Con centro in O si descrive una circonferenza di
raggio pari a un ottavo della corda AB (figura 2.23);
questa stacca, sulla corda stessa, i due centri C, e C,.
Percio, nominando, nell’ordine, i quattro punti cosi

Fig. 2.22

determinati A, C,, C,, B sidisegna il profilo con cen-

tro in C, e raggio C,B, con centro in C, e raggio C,A. i 2¢cdacachiglia

2.3 Le volte semplici

La rappresentazione matematica consente di co-

struire le volte in ogni loro dettaglio, tenendo conto :
degli spessori delle murature e seguendo logiche

che sono assai vicine a quelle del cantiere.

Occorre, tuttavia, tenere presente alcuni aspetti :

peculiari della modellazione digitale.

In primo luogo: & bene rappresentare separata- |
mente l'intradosso e 1’estradosso della struttura,
per chiudere poi gli spessori e convertire le superfi-
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Fig. 2.21 Sesto acuto a influsso o

Fig. 2.22 Sesto Tudor



Fig. 2.23 Sesto
siriano rilevato da
Mauss-Choisy

Fig. 2.23

ci cosi costruite in un solido. Certe scorciatoie, come
i I'impiego di lavorazioni offset, a guscio, spesso
i comportano errori. Ad esempio, se si modella
i un’unghia, che & una porzione triangolare di super-
i ficie cilindrica, e si applica uno degli automatismi
che costruiscono automaticamente lo spessore, Co-
me, appunto, la lavorazione a guscio, si ottiene un
! risultato incompatibile con la composizione di que-
sto elemento con gli altri, identici, che formano la
i volta a crociera.

i Insecondo luogo, bisogna sempre ricordare che
le superfici NURBS sono quadrilatere, ragion per
i cui, ove sia necessario costruire una superficie che
i non ha quattro lati, ma tre o un numero maggiore di
quattro, si deve generare una superficie pil1 estesa
i per poi tagliarla secondo le necessita della forma.
i Esiste un algoritmo, noto come capping, che si occu-
i pa di compiere automaticamente questa operazio-
i ne (vedi il paragrafo 1.7.4 nella prima parte di que-
sto volume). Lo si utilizza, ad esempio, nelle unghie
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sferoidiche che presentano, appunto, tre soli bordi.
La superficie di capping & determinata quando sia-
no date, almeno, le tre curve che la delimitano e una
curva interna: rigenerando la superficie e possibile
osservare l'aspetto della NURBS intera, prima del
taglio lungo i bordi assegnati.

Un’ultima osservazione di carattere generale ri-
guarda invece I'impostazione delle viste pit1 adatte
a controllare la forma di una volta, che poi & ancheil
modo di presentarla in una immagine statica, come,
ad esempio, un chiaroscuro. Le volte sono strutture
interne agli edifici e dunque il modo piti naturale di
osservarle e dall’interno dello spazio che racchiudo-
no e dal basso verso Ialto. Inoltre le volte sono strut-
ture avvolgenti e, di conseguenza, se non si vuole
usare la prospettiva, come avviene nella rappresen-
tazioni di carattere tecnico, bisogna di necessita se-
zionarle, per evitare che parti della struttura restino
nascoste. Queste sezioni si fanno con piani che pas-
sano per il cervello o per le linee di chiave.

Le viste dall’alto verso il basso debbono essere
riservate allo studio dell’estradosso, ricordando,
pero, che questa parte della struttura non e quasi
mai visibile se non in un cantiere di restauro.

2.3.1 Lavolta a botte a tutto sesto e retta

L'intradosso della volta a botte € una superficie ci-
lindrica. Il profilo, che & la generatrice di questo ci-
lindro, € un arco a tutto sesto. Se I’asse della volta e
perpendicolare al piano del profilo, la volta e circo-
lare retta; se I’asse & obliquo ma orizzontale, la volta
e obliqua; se l'asse ¢ inclinato la volta & rampante o,
anche, obliqua e rampante. Il profilo puo anche es-
sere ribassato o rialzato e anche a sesto acuto, nel
qual caso l'intradosso della volta e costituito da due
cilindri ad assi paralleli che s’intersecano in chiave.

Per costruire la volta a botte cilindrica si defini-
scono gli elementi di riferimento e gli elementi ge-
neratori: in primo luogo si stabilisce il piano di im-



posta orizzontale, poi il profilo e infine 'asse e le li-
nee di imposta ad esso parallele.

Costruzione della volta a botte retta

Si assume il piano di imposta coincidente con il pia-
no di riferimento xy (figura 2.24). Si immagina la
volta tagliata da due piani verticali: uno sul fronte e
uno sulla linea di chiave.

La sezione della volta, sul fronte, & costituita dal
piedritto, che prosegue per un breve tratto oltre il
piano di imposta, con una risega, dai due archi di
circonferenza dell’intradosso e dell’estradosso, e da
una retta inclinata a 30° circa, che nasce nel centro
dei due profili curvi e taglia il piedritto. La parte
della struttura che si trova sotto questa linea e piena
e portante, e si chiama rinfianco; la parte che si trova
sopra & vuota o riempita con materiale leggero o
con altre strutture intermedie: si tratta di una strut-
tura portata che serve a dare appoggio alle struttu-
re orizzontali sovrastanti.

Dopo aver tracciato il profilo, si stabilisce 1’asse,
che in questo caso & perpendicolare al fronte della
volta, mentre € inclinato verso 'alto in quella ram-
pante e lateralmente in quella obliqua.

Si costruiscono poi le superfici piane e cilindri-
che generate per traslazione nella direzione dell’as-
se, dal perimetro dei piedritti, dal rinfianco e dai
profili dell’intradosso e dell’estradosso.

Si chiude il solido con le superfici piane del fron-
te e lo si implode.

2.3.2 Lavoltaavela

L'intradosso e I'estradosso di una volta a vela sono
porzioni di superficie sferica. Questo tipo di volta
puo coprire, almeno in teoria, qualsiasi ambiente,
anche di forma irregolare. Supponiamo, ad esem-
pio, di voler costruire una volta a vela su un am-
biente che ha il perimetro nel poligono chiuso ABC-
DEF (figura 2.25). Preso un punto qualsiasi O inter-

no al perimetro, potremo sempre costruire una cir-
conferenza e capace di contenere il suddetto peri-

metro, senza necessariamente toccarne i vertici. :
Percid potremo costruire la semisfera che ha e come

equatore e tagliare questa semisfera con i piani ver-
ticali che passano per il lati del poligono suddetto.

La forma che si ottiene in questo modo & una ca-

lotta sferica irregolare che verra realizzata fissando

un’asta rigida di lunghezza eguale al raggio nel :

punto O. Quest’asta si chiama randa e, nella pratica

: Fig. 2.24 Costruzione della volta

a botte retta

Fig. 2.24
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Fig. 2.25 Volta a vela su un am-
biente poligonale

Fig. 2.25

del cantiere, pud guidare il posizionamento dei
mattoni o dei conci della volta, come anche il dise-
gno degli archi di imposta. Questi archi saranno
tutti del tipo incompleto, vale a dire archi di circon-
ferenza che sottendono angoli in generale minori di
un angolo piatto e i punti che avranno in comune e
che corrispondono, nella forma realizzata, ai peduc-
ci della volta, avranno quote diverse.

Infatti, il poligono irregolare ABCDEF non puo
essere iscritto nella circonferenza e, al piti, tre soli
suoi vertici possono appartenere alla circonferenza
e, di conseguenza, le circonferenze intersezione con
la superficie sferica dell'intradosso dei piani verti-
cali che passano per il lati del poligono non posso-
no incontrarsi sulla circonferenza e e percio si tro-
vano in quota, al di sopra del piano di imposta.

E dunque evidente che la volta a vela puo essere
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meglio impostata su impianti di forma regolare, co-
me di norma avviene, e precisamente su impianti
rettangolari e su impianto quadrato.

La volta a vela su impianto rettangolare
Dato il rettangolo di lati ABCD, e un rapporto tra i
lati (figura 2.26), ad esempio 3:4 (diatessaron), e con-
siderato il fatto che il rettangolo si puo inscrivere in
una circonferenza, la volta a vela puo essere impo-
stata su quattro archi a tutto sesto, le cui corde e
frecce stanno nel medesimo rapporto.

Per costruirla conviene appunto cominciare da-
gli archi di imposta, come nella realta:

® si costruisce un primo arco, lo si taglia con i pia-
ni diagonali del piedritto, lo si copia sul fronte
opposto;



* si costruiscono il terzo e il quarto arco in modo e finalmente, si chiudono i bordi dell'intradosso e : Fig. 2-26| Volta a vela su impianto
rettango are

analogo; dell’estradosso a formare lo spessore della volta.
* si costruisce la superficie di intradosso come su-

perficie sferica e la si taglia con I'equatore e con In sezione, la volta a vela appare come in figura.

le fronti che gli archi di imposta rivolgono all’in-

terno dell’ambiente voltato; La volta a vela su impianto quadrato

e si costruisce la superficie di estradosso alla stes-  Quando e impostata su un quadrato, la volta a vela
sa maniera, o come offset dell’intradosso e lasi  ha gli archi di imposta eguali. In tutto il resto, la co-
taglia con le fronti degli archi, come sopra si € struzione ¢ analoga a quella della medesima volta
detto; su impianto rettangolare.

Fig. 2.26
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! Non é possibile tracciare una

ellissi un punto qualsiasi che
non appartenga agli assi, non

a entrambe le ellissi.
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2.3.3 La volta a vela a sesto incompleto o volta

boema

La volta a vela che abbiamo costruito nel paragrafo
i precedente si sviluppa in altezza per meta della sua
! corda massima. Ad esempio, nel caso dell'impianto
! rettangolare i cui lati misurano 3 e 4 unit, la diago-
i nale misura 5 e percid 'altezza dell’intradosso, a
partire dal piano di imposta, misura 2,5 unita. Se, ad
i esempio, volessimo coprire con questo tipo di volta
i un ambiente di sei metri per otto, ponendo il piano
i diimposta della volta a tre metri di quota, dovrem-
i mo disporre di un’altezza di otto metri (tre del pia-
! no di imposta piit cinque di sviluppo della volta),
! senza tenere contro degli spessori. E chiaro dunque
i che questa volta si presta solo a grandi opere.

Esiste pero una soluzione che puo essere adotta-

ta anche in edifici molto piti modesti e consiste nel
i ribassare il centro della superficie di intradosso ri-
i spetto al piano di imposta.

Supponiamo, ad esempio, di dover voltare il me-

i desimo ambiente di perimetro rettangolare del-
i l'esempio precedente, nel quale i lati stanno nel
i rapporto 3:4. E supponiamo, ancora, di poter di-
sporre, in altezza, di una sola unita, anziché delle
due unita e mezzo necessarie.

Potremo, allora, ribassare il centro O in modo

! che la superficie dell’intradosso abbia il punto pit
! alto a un metro di quota sul piano di imposta, toc-
i cando pur sempre i vertici del perimetro dell’am-
i biente da voltare.

Per far cio, costruiamo il punto P, sulla verticale v

per il centro del perimetro ABCD e consideriamo il
i piano APC (figure 2.27, 2.28): questo piano deve ta-

ellisse che sia in ogni punto : . .. . J.
iy ; i gliare la superficie sferica di intradosso secondo un
equidistante da un’altra data, :

perché, preso su una delle due i arco di circonferenza APC. Il centro O di quest’arco
i deve trovarsi sulla verticale v e sulla perpendicolare
> : i alla corda PC (o AP), tracciata nel piano APC.

esiste una retta che passi per ‘:
quel punto e sia perpendicolare e o R .
i dai piani verticali costruiti sui lati del rettangolo di

La sfera di centro O e raggio OP viene tagliata
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imposta, piani indefinitamente estesi, secondo pro-
fili di arco a sesto incompleto che passano periver-
tici A, B,CeD.

Questi profili definiscono gli archi di imposta
della volta, che possono essere costruiti come nel
caso precedente, facendo rivolgere la sagoma del
mattone intorno all’asse di rivoluzione per una am-
piezza pari alla ampiezza angolare dell’arco, che
deve essere misurata preventivamente.

I'solidi cosi ottenuti si tagliano con piani vertica-
li e tra un solido e I'altro si inserisce un concio paral-
lelepipedo che ha il compito di reggere e distribuire
le spinte. Questo concio poggia sul piedritto.

La costruzione si completa con 'estradosso e gli
spessori della volta, come nel caso precedente.

Come si puo constatare, questo tipo di volta, det-
ta volta boema o a sesto incompleto, misura in altezza
circa i due terzi di quella a tutto sesto.

2.3.4 Lavolta anulare

La volta anulare e una volta a botte che si sviluppa
su una direttrice curvilinea. Un classico esempio di
volta anulare e quella che copre I'ambulacro ester-
no del Colosseo.

Per costruirla bisogna estrudere il profilo, a tutto
sesto, lungo la direttrice (figura 2.29). Questa linea,
nel caso del Colosseo, & un ovale policentrico quasi
indistinguibile da un’ellisse. Questo particolare di-
segno consente di tracciare facilmente le linee di
imposta come curve concentriche, mantenendone
fissa la distanza, cosa che non sarebbe possibile se
'impianto fosse ellittico®.

La costruzione della volta semplice, con il suo
spessore, non presenta nessun problema.

2.3.5 Lavolta elicoidale o vite di Saint-Gilles

La superficie di intradosso della volta elicoidale e
una vite di Saint-Gilles (vedi figura 108 del paragra-



Fig. 2.27

fo 2.6 nella parte seconda di questo volume). Si trat-
ta di una volta anulare rampante, molto frequente-
mente impiegata nella copertura delle rampe a
chiocciola (dette anche lumache) (figura 2.30).

La costruzione della volta elicoidale richiede, in-
nanzitutto, il calcolo dell’altezza e del passo del-
I'elica direttrice. Questo calcolo si fonda sulla pen-
denza della rampa e sull’altezza della sezione. Sup-
poniamo, ad esempio, di voler dare alla rampa una
pendenza non superiore all’8% e alla sezione una
altezza massima di 3 metri e 60 centimetri. Allora la
proiezione orizzontale dell’elica dovra essere una
circonferenza lunga 45 metri (0,08 * 45 = 3,60). I
passo dell’elica misurera 3 metri e 60 come la sua al-
tezza. In questo modo la rampa salira una altezza
parial proprio ingombro, dopo aver percorso un gi-
ro completo.

La struttura si costruisce disegnando la sezione,
alla partenza e all’arrivo dell’elica, per poi eseguire

Fig. 2.28

la rototraslazione dei profili lungo 1’elica (figura
2.31).

Fig. 2.27 Volta a vela a sesto in-
completo o volta boema

Fig. 2.28 Spaccato assonometri-
co della volta a sesto incompleto

Fig. 2.29 Volta anulare

Fig. 2.29
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Fig. 2.30

Fig. 2.30 Rappresentazione della
volta elicoidale o vite di Saint - Gil-
les

Fig. 2.31 Costruzione della volta
elicoidale

Fig. 2.31
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thinkdesign
e [nserisci / Superfici / Estrusione globale — Modalita
di movimento: Asse costante.

2.3.6 Lacupola

L'intradosso di un cupola ¢, di norma, una superfi-
cie semisferica. Nelle cupole barocche l'estradosso
presenta invece un profilo rialzato, ovale o ellittico
e frequentemente é realizzato come un padiglione
(vedi il paragrafo 2.4.2). Spesso tra queste due su-
perfici e presente uno spazio vuoto di alleggeri-
mento (figura 2.32).

2.4 Le volte composte

2.4.1 Le volte lunettate

La lunetta e 1’apertura semicircolare che si fa nel
fianco di una volta a botte per dare luce all’ambien-
te (figura 2.33). Tra I’arco della lunetta e la volta, in
particolare attraverso il rinfianco, si apre dunque
un breve passaggio che puo essere coperto in due
modi: con una superficie cilindrica e con una super-
ficie di forma simile a una porzione di ellissoide.
Queste due soluzioni si chiamano: lunetta cilindrica
e lunetta sferoidica, rispettivamente. Entrambe si co-
struiscono tagliando le superfici della volta a botte
che abbiamo gia descritto.

La volta a botte lunettata cilindrica
Per costruire la lunetta cilindrica si proietta, innan-
zitutto, la linea di imposta della volta sulla parete
esterna del piedritto (figura 2.34). Qui si imposta la
direttrice semicircolare dell’estradosso della lunet-
ta e larelativa superficie cilindrica, normale alla pa-
rete.

Si costruisce poi la superficie dell’intradosso, a
una distanza dalla prima pari allo spessore della
struttura.

Fig. 2.32

Infine si genera un piano, per la larghezza della
lunetta, adiacente al piano di imposta della volta.

Con questo piano e la superficie di estradosso si

tagliano tutte le superfici estradossate della struttu-
ra principale; mentre con la superficie di intradosso
e il medesimo piano si tagliano le corrispondenti
superfici di intradosso della struttura principale e
la parete esterna.
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Fig. 2.32 Schema di cupola
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