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Prefazione

Questo secondo volume della Geometria descritti-
va ¢, essenzialmente, dedicato alle applicazioni dei
metodi e delle costruziom trattate nel primo. Le ap-
plicazioni riguardano due domini della nostra
scienza: lo studio delle figure geometriche nel pia-
no e nello spazio, e lo studio delle torme complesse
del design'e dell’architetiura, e cio il progetto,

La prima parte del libro raccoglie teorie ¢ tecni-
che della rappresentazione matematica e della rap-
presentazione numerica, esaminate ned rispettivi
ambiti di applicazione, che sono quelli della model-
lazione per superfici e per solidi e della modellazio-
ne per poligoni e per superfia di suddivisione. Gli
Autorl di questi capitoli descrivono quel principi
generali ¢ quegli accorgimenti pratici che permetto-
no ad un lettore attento di orientarsi con sicurezza
nell’apprendimento dei software dedicati a questi
due diversi metodi di rappresentazione.

Nella seconda parte, | metodi suddetti sono ap-
plicati alla costruzione ¢ allo studio delle figure che
sono argomento tradizionale della geometria de-
scrittiva: vale a dire le linee curve, piane e sghembe,
e le superfici, rigate, sviluppabili, di rivoluzione,
etc. | metodi digitali, e particolarmente quello ma-
tematico', mostrano qui tutta la lore efficienza, pri-
ma nel momento dells genesi geometrica, ovvero
della costruzione della forma, poi nel momento del-
la verifica sperimentale delle proprieta geometri-
che della stessa.

Questa verifica, avvalorata dalla accuratezza mi-

crometrica della rappresentazione, ha piena dignita
di strumento dell'indagine geometrica, e si propo-
nie come metodi i dimostruzione esistenziile, per usa-
re una efficace espressione di Gino Loria.

MNella terza parte, i medesimi metodi sono appli-
cah alla costruzione e allo studio di forme che ricor-
rono nel progetto dell’architettura ¢ del prodotto
industriale: + poliedri, come prefigurazione delle
strutture reticolari; gli archi e le volte; i tetti, nelle
varie conformazioni imposte dalle ipotesi di pro-
getto; la stereotomia della pietra, quanto mai attua-

le dopo I'introduzione delle macchine di taglio a :

controllo numerico; la stercotomia del legno e infi-

ne gh effetti della luce sui corp, ovvero la rappre-

sentazione delle ombre e del chiaroscuro.
Cuesto elenco non esaurisee, evidentemente, il
campo assai pits vasto delle applicazioni della geo-

metria descrittiva (si pensi, ad esempio, alla costru- |

zione degli ingranaggi, al disegno dell’ ordine archi-
tettonico ecc.), ma offre alcuni esempi del rapporto
tra la teoria geometrico descrittiva, la speculazione
geometrica e il progetto, e del potenziamento di
questa sinergia indotto dai sistemi digitali.

Le rappresentazioni digitali, mfatti, non solo
rendono pin facili e rapidi risultati espressivi che ri-

chiederebbero, altrimenti, giornate di lavoro, ma : conpatti/cantatti?frompg=edu-

potenziana il valore euristico dell’atto rappresenta-
tivio.

Quel «fornire continui esempi del passaggio dal
noto all'ignotos, che & tipico del disegno geometri-
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CAPITOLO 2

Gli archi e le volte

Riccardo Migliari e Federico Fallavollita*

2.1 Nomenclatura e classificazione
generale degli archi e delle volte

Occorre innanzitutto distinguere le strutture desti-
nate a coprire le discontinuita di un muro dalle
strutture destinate a ricoprire interi ambienti. Chia-
meremo archi le prime, volte le seconde.

Archi e volte sono, per elezione, strutture curve,
tuttavia entrambe possono essere costruite anche
in piano o con lievissime frecce o monte: chiamere-
mo queste particolari costruzioni piattabande, siano
esse destinate a coprire un varco, sia un intero am-
biente.

Elementi di comune nomenclatura per archi,
volte e piattabande sono (figura 2.1):

* i conci, cioe i blocchi di pietra che formano la
struttura;

e i filari, che sono i ricorsi orizzontali dei conci o
dei mattoni;

e iletti che sono i piani sui quali poggiano, gli uni
sugli altri, i conci o i mattoni; i letti sono, di rego-
la, perpendicolari all’intradosso;

* la chiave, che ¢ il concio pil alto dell’arco, posto
sull’asse di simmetria della struttura;

e il cervello (o chiave di volta), che & il concio pit1 al-
to della volta;

e le spalle o piedritti, che sono gli appoggi della
struttura;

il piano d’imposta, che & la superficie superiore dei

piedritti, sul quale la struttura si appoggia;

I'intradosso, che & la superficie inferiore della

struttura;

il sesto o profilo, che e la sezione verticale dell’in-

tradosso;
le linee d’imposta, che staccano l'intradosso dalla
superficie interna dei piedritti;

gli archi d'imposta, che sono i profili che delimita-

no sul fronte I'intradosso delle volte;

la linea di chiave, che ¢, nelle volte a sviluppo li- :
neare, il luogo geometrico descritto dai punti :

ove la tangente ¢ orizzontale;
la corda o luce, che ¢ la distanza tra i piedritti;

la freccia o saetta o monta che ¢ la distanza tra il
piano di imposta e il punto piu alto dell’intra- |

dosso;
U'estradosso, che e la superficie superiore della
struttura;

il vinfianco, che € la muratura destinata a contene- i

re le spinte laterali della struttura e a riportare in
piano 'estradosso;

gli speroni e le porcelle, che sono strutture di alleg-

gerimento del rinfianco;

le fronti, che sono le superfici verticali che delimi- |

tano la struttura;

le reni, che sono le parti della struttura comprese i o .
tra i piedritti e i letti il cui lo di dio & pitt * Riccardo Migliari ha curato i
ra i piedritti e i letti il cui angolo di pendio @ pilt § . 2ora6i 2.1 e 2.2, Federico Fal-

i lavollita i paragrafi 2.3 e 2.4.

vicino ai 30°;
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2.3.6 Lacupola

L'intradosso di un cupola ¢, di norma, una superfi-
cie semisferica. Nelle cupole barocche l'estradosso
presenta invece un profilo rialzato, ovale o ellittico
e frequentemente é realizzato come un padiglione
(vedi il paragrafo 2.4.2). Spesso tra queste due su-
perfici e presente uno spazio vuoto di alleggeri-
mento (figura 2.32).

2.4 Le volte composte

2.4.1 Le volte lunettate

La lunetta e 1’apertura semicircolare che si fa nel
fianco di una volta a botte per dare luce all’ambien-
te (figura 2.33). Tra I’arco della lunetta e la volta, in
particolare attraverso il rinfianco, si apre dunque
un breve passaggio che puo essere coperto in due
modi: con una superficie cilindrica e con una super-
ficie di forma simile a una porzione di ellissoide.
Queste due soluzioni si chiamano: lunetta cilindrica
e lunetta sferoidica, rispettivamente. Entrambe si co-
struiscono tagliando le superfici della volta a botte
che abbiamo gia descritto.

La volta a botte lunettata cilindrica
Per costruire la lunetta cilindrica si proietta, innan-
zitutto, la linea di imposta della volta sulla parete
esterna del piedritto (figura 2.34). Qui si imposta la
direttrice semicircolare dell’estradosso della lunet-
ta e larelativa superficie cilindrica, normale alla pa-
rete.

Si costruisce poi la superficie dell’intradosso, a
una distanza dalla prima pari allo spessore della
struttura.

Fig. 2.32

Infine si genera un piano, per la larghezza della
lunetta, adiacente al piano di imposta della volta.

Con questo piano e la superficie di estradosso si

tagliano tutte le superfici estradossate della struttu-
ra principale; mentre con la superficie di intradosso
e il medesimo piano si tagliano le corrispondenti
superfici di intradosso della struttura principale e
la parete esterna.
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Fig. 2.32 Schema di cupola




Fig. 2.33
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La volta lunettata sferoidica

La struttura della lunetta sferoidica e identica a
quella cilindrica nella parte che attraversa la pare-
te esterna e il rinfianco, mentre e diversa nella par-
te che interessa la volta a botte (figura 2.35). Qui,
infatti, la struttura si appoggia sull’arco di impo-
sta e su due sezioni della volta principale, ottenu-
te per mezzo di due piani verticali simmetrici ri-
spetto I'asse dell’arco di imposta. Questa parte
della lunetta, appunto di forma sferoidica, si chia-
ma unghia.

Se la luce della lunetta € ampia, & possibile che il
relativo arco di imposta tagli la superficie che deli-
mita il rinfianco; se invece & piti modesta, 1’arco di
imposta sara pit1 piccolo e il rinfianco sara tagliato
dall’'unghia. Per questo motivo conviene procede-
re, nella costruzione, dalla lunetta all'unghia e defi-
nire le superfici che delimitano il rinfianco soltanto
in un secondo momento.

Si comincia dunque col costruire i due dossi del-
I'arco d’imposta della lunetta (figure 2.36, 2.37).

Si tracciano poi, sul piano di imposta, due rette
simmetriche rispetto all’asse della lunetta, che sono
le proiezioni dei costoloni dell'unghia. Queste rette
possono formare un angolo piti 0 meno grande di
un angolo retto. Si innalzano su di esse due piani
verticali e con essi si taglia 'intradosso e I'estrados-
so della volta a botte.

Si costruiscono ora, con cura, le due superfici sfe-
roidiche che costituiscono i due dossi dell'unghia.
Questa costruzione si deve fare utilizzando le tecni-
che della rappresentazione matematica che consen-
tono di descrivere una superficie quadrilatera pitt
ampia di quella necessaria, che viene tagliata auto-
maticamente lungo i tre bordi assegnati (capping).
Per questa ragione bisogna evitare di forzare la su-
perficie con un rigonfiamento eccessivo e, al tempo
stesso, bisogna adottare gli accorgimenti, se esisto-
no, che permettono di eseguire il calcolo con la mi-
gliore precisione disponibile.



Fig. 2.33 La lunetta & I'apertura
semicircolare che si fa nel fianco di
una volta a botte per dare luce al-
I'ambiente

Fig. 2.34 Volta a botte lunettata
cilindrica

Fig. 2.34

Gli archi e le volte 449




Fig. 2.35 Volta lunettata sferoidica

Fig. 2.35
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Fig. 2.36

Una volta completate le superfici dell’arco di im-
posta della lunetta e dell'unghia, si genera il piano
che delimita superiormente il rinfianco e si tagliano
le superfici le une con le altre per ottenere, infine,
un solido manifold (che possieda una topologia cor-
retta).

2.4.2 Le volte a crociera e a padiglione

La volta a crociera nasce dalla intersezione di due
cilindri o, in certi casi particolari, dalla intersezione
di coni e cilindri. Questa intersezione € pero caratte-

rizzata dal fatto che le due superfici che si interseca-
no ammettono una coppia di piani tangenti e, di
conseguenza, si tagliano secondo due curve piane,
vale a dire secondo ellissi (figura 2.38).

Queste ellissi, nella soluzione architettonica,
prendono il nome di costoloni.

E ora evidente che, trattandosi di curve piane, i
costoloni si possono considerare sia come originati
dall’incontro delle due superfici cilindriche o coni-
che, sia come risultato della sezione fatta con due
piani verticali, simmetrici rispetto all’asse del cilin-
dro o del cono.
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Fig. 2.36 Costruzione della volta
lunettata sferoidica



Fig. 2.37

Fig. 2.37 Pianta e alzato della vol-
ta lunettata

Fig. 2.38 Lavolta a crociera nasce
dalla intersezione di due cilindri
che hanno due piani tangenti in co-
mune

Consideriamo allora una volta a botte con il suo
spessore e sezioniamola con due piani verticali, co-
me si & detto (figura 2.39). Si possono considerare
due porzioni del solido: quella che ha per lati 1’arco
di imposta e due costoloni oppure quella che per la-
tila linea di imposta e due costoloni; la prima di que-
ste parti si chiama unghia e unita ad altre identiche
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genera la volta a crociera; la secondo si chiama fuso e
unita ad altre identiche genera la volta a padiglione.

Come abbiamo detto, i piani verticali usati per
sezionare il cilindro debbono essere simmetrici ri-
spetto all’asse, ma possono formare tra loro un an-
golo qualsiasi. Variando opportunamente quest’an-
golo si possono costruire volte e a crociera e a padi-
glione su impianti poligonali regolari, di un qual-
siasi numero di lati.

La volta a crociera romana su impianto quadrato

La volta a crociera romana si distingue da quella
rialzata, tipica dell’architettura romanica e gotica,
sia per differenze formali, che per motivi struttura-
li. La volta a crociera romana e costituita dall’inter-
sezione di due volte a botte portanti. Gli spigoli de-
gli archi diagonali sono il risultato dell’intersezio-
ne delle due volte a botte e non hanno una funzio-
ne strutturale. La volta a crociera rialzata gotica e,



Fig. 2.39

invece, costruita facendo prima i costoloni e poi i
riempimenti, i pit1 leggeri possibile. La volta a cro-
ciera romana, quindi, & rigorosamente cilindrica
tale da avere il cervello alla stessa quota della chia-
ve degli archi d’imposta delle volte a botte che la
compongono. Breyman? riferisce che il cambia-
mento della volta a crociera romana nella volta a
crociera del tipo gotico & avvenuto quando ci si e
accorti dell’importanza statica degli spigoli. Si cer-
o, allora, di rinforzarli attraverso 1'impiego, an-
che, della pietra da taglio. La forma ellittica dell’ar-

co risulto essere scomoda e si preferi usare l'arco di
circonferenza per gli spigoli della volta. Rimaneva,
comungque, il problema degli archi laterali che do-
vevano essere rialzati per poter mantenere costan-
te la monta della volta. Da qui la scelta dell’arco
acuto. Inoltre la possibilita dell’arco acuto consen-
tiva di utilizzare la stessa sagoma dell’arco circola-
re per tutti i costoloni. Trascurando poi l’orizzonta-
lita della linea orizzontale si arrivo a una forma di
crociera pitt libera.

Per costruire la volta a crociera romana su im-
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Fig. 2.39 Schema costruttivo del-
le volte a crociera e delle volte a pa-
diglione

2Cfr. A.G. Breymann, Trattato ge-
nerale di costruzioni civili, Milano
1885.



Fig. 2.40 Volta crociera su im-
pianto rettangolare

pianto quadrato si costruiscono dapprima i due ci-
lindri uguali che costituiscono le superfici d’intra-
dosso delle due volte a botte originali. Poi si taglia-
no i due cilindri secondo le linee d’intersezione el-
littiche e si considerano le quattro unghie. Gli spes-
sori della volta aimpianto quadrato non rappresen-
tano alcun problema particolare.

La volta crociera su impianto rettangolare

Quando la volta a crociera e impostata su un im-
pianto rettangolare, uno dei due archi deve essere
necessariamente ribassato o rialzato e, in entrambi i

casi avra profilo ellittico. In questo modo i due cilin-
dri conservano il comune piano tangente che assi-
cura la planarita delle curve dei costoloni. In questo
modo le due linee di chiave si mantengono sul me-
desimo piano, che & appunto il piano tangente co-
mune alle due superfici dei dossi.

E anche possibile, pero, una soluzione che rinun-
cia ad avere le linee di chiave complanari e sara di-
scussa nel seguito.

Consideriamo ad esempio due sale che si inter-
sechino secondo il rettangolo (o parallelogramma)
(ABCD) dove (AB), (CD) e (BC), (AD) sono le cop-

Fig. 2.40
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pie di lati opposti (figura 2.40). Se la luce (AB) e pitt
breve della luce (BC) si costruisce, per solito, sulla
prima un arco a tutto sesto di freccia (AB)/2, poi,
sulla seconda, un arco a sesto ribassato ellittico che
ha (BC) come corda e freccia uguale a (AB)/2.

La volta crociera su impianto poligonale

Abbiamo visto che, tagliando con piani di simme-
tria una porzione di superficie cilindrica, & possibi-
le ottenere unghie e fusi che, in modo opportuno,
possono costituire le superfici d’intradosso di una
volta e coprire qualsiasi impianto poligonale. Uti-
lizzando le unghie si costruisce una volta derivata
da quella romana, mentre utilizzando i fusi si co-
struiscono le volte a padiglione, che vedremo pitu
avanti.

Le unghie possono essere sovrapposte secondo
un movimento di rotazione perché sono congruen-
ti fra loro e, a seconda dei piani di sezioni opportu-
namente scelti, si coprono ambienti poligonali re-
golari (figura 2.41). Per esempio, dato un impianto
su un poligono regolare come il triangolo equilate-
ro o un pentagono regolare e possibile costruire
un’unghia, con il noto sistema, e ruotare la stessa
sfruttando la simmetria della composizione (figure
2.42,2.43).

La volta a crociera semplicemente rialzata

Su un impianto rettangolare ABCD costruiamo
dapprima i due costoloni AC e BD trasversali (figu-
ra 2.44). Questi due archi s’incontrano nel cervello
V della volta. Se i due archi sono delle semicirconfe-

Fig. 2.41
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Fig. 2.41 Le unghie possono esse-
re sovrapposte secondo un movi-
mento di rotazione perché sono
congruenti fra loro



Fig. 2.42 Volta a crociera su im-
pianto poligonale triangolare

Fig. 2.43 Volta a crociera su im-
pianto poligonale pentagonale

Fig. 2.42

Fig. 2.43
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Fig. 2.44

renze la quota del punto V e uguale alla semidiago-
nale del quadrilatero di base. Per costruire una vol-
ta a crociera di derivazione romana sarebbe neces-
sario rialzare tutti e quattro i profili degli archi
d’imposta che hanno come corde AB, BC,CD e AD.
Una soluzione alternativa consiste nel costruire due
profili di arco a tutto sesto sui lati AB e CD, mentre
sui lati rimanenti si costruiscono due archi acuti. Gli
archi a tutto sesto AD e BC hanno le chiavi pit bas-
se del cervello V della volta. Le relative unghie so-

no porzioni di superficie sferica. Le due unghie che
si appoggiano agli archi acuti AB e CD sono costi-
tuite da superfici rigate a piano direttore verticale
(con giacitura parallela ai due archi AD e BC). Dun-
que la volta e costituita da porzioni di superfici a
vela e porzioni di superfici rigate a piano direttore
verticale, dove le due direttrici sono gli archi d’im-
posta e i costoloni. Le sezioni trasversali di questo
tipo di volta hanno un andamento a zig-zag dovuto
alle differenze di quota della chiave degli archi
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Fig. 2.44 Volta a crociera sempli-
cemente rialzata



Fig. 2.45 Le sezioni trasversali
delle volte a crociera semplicemen-
te rialzata hanno un andamento a
zig-zag

d’imposta del cervello della volta (figura 2.45).
Inoltre, la sezione longitudinale che passa per il cer-
vello della volta, ed € parallela ai lati d'imposta, se-
ziona le superfici d’intradosso secondo delle gene-
ratrici rette.

E opportuno notare che le unghie di questo tipo
di volta possono essere, oltre che porzioni di una
superficie sferica, anche superfici sferoidali. Queste
presentano una leggera monta nell’arco in mezze-
ria. Nella realta distinguere la volta a crociera da
una volta a vela non & sempre facile e I’analisi deve

essere fatta pit1 su base costruttiva che su base geo-
metrica.

La volta a padiglione

La volta a padiglione si compone di quattro o pit1 fu-
si cilindrici impostati sui lati dell’ambiente da copri-
re. Se 'ambiente € quadrato la volta si compone di
quattro fusi cilindrici uguali (vedi figura 2.38). Se
I'impianto é rettangolare si possono adottare due so-
luzioni simili: nella prima si abbassa uno dei due pro-
fili (figura 2.46), nella seconda soluzione si adotta una

Fig. 2.45
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Fig. 2.46

composizione mista, in parte a botte e in parte a padi-
glione (vedi volta a botte con testa di padiglione).

Anche la volta a padiglione puo essere costituita
da costoloni semicircolari. Allora la volta sara una
volta a padiglione rialzata, perché la chiave di volta
si innalza e la sezione trasversale della struttura
presenta un profilo ellittico rialzato con freccia
maggiore della semicorda. La costruzione geome-
trica di questa volta non presenta difficolta.

Se l'impianto e poligonale, come I'ottagono in fi-
gura, si sfrutta la simmetria dei costoloni e dei fusi
per coprire 'intero ambiente (figura 2.47). Il profilo
dei costoloni generalmente ¢ a sesto acuto.

La volta a botte con testa di padiglione
E una volta a botte terminata da uno o piti padiglio-
ni (figura 2.48). La loro rappresentazione non pre-

senta alcuna difficolta rispetto a quanto abbiamo
gia detto.

La volta a schifo

La volta a schifo e cosi detta perché ricorda lo scafo
di una barca a fondo piatto (figura 2.49). Spesso, sia
per scarsita di spazio disponibile alla freccia, sia per
ragioni decorative, si costruiscono segmenti di ci-
lindro impostati sui lati del piano di imposta che si
raccordano poi con un solaio piano.

2.4.3 Le cupole composte

I tipi di volte rappresentate fin qui possono essere
composte nei modi piit differenti. E possibile, ad
esempio, sezionare la volta a vela a tutto sesto con
un piano tangente agli archi d’imposta o poco pitt
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Fig. 2.46 \olte a padiglione



Fig. 2.47 Volta a padiglione su
impianto poligonale regolare

Fig. 2.48 Volta a botte con testa
di padiglione

Fig. 2.49 Volta a schifo

Fig. 2.47

Fig. 2.48

Fig. 2.49
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alto (figura 2.50). Le quattro parti rimanenti, simili
a triangoli sferici, sono detti pennacchi. Sopra ai pen-
nacchi si appoggia un cilindro, detto tamburo, nel

quale possono aprirsi finestre. Sopra il tamburo si
imposta ancora una piccola cupola illuminata da
un occhio, riparato a sua volta da una lanterna.

Fig. 2.50
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Fig. 2.50 Schema di cupola com-
posta
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