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La Geometria descrittiva, come ogni altra scienza,
possiede un apparato teorico e si applica ad un va-
sto insieme di attivita scientifiche e tecniche.

La Geometria descrittiva viene di norma utiliz-
zata in tre momenti fondamentali dell’investigazio-
ne scientifica, come del progetto. Il primo di questi
momenti e la visualizzazione delle forme dello spa-
zio a tre dimensioni, il secondo ¢ la costruzione o ela-
borazione delle forme medesime, il terzo & l'inven-
zione, ovvero la scoperta di relazioni, proprieta, for-
me, prima ignote.

Nel corso dei secoli e fino a tutto il Novecento, la
Geometria descrittiva si e servita dei semplici stru-
menti del disegno geometrico e tecnico, vale a dire
la riga e il compasso. Ma, a partire dalla fine dello
scorso secolo, a questi strumenti si sono aggiunti i
sistemi informatici, che offrono la possibilita di
tracciare, con accuratezza geometrica, non solo il
cerchio e la retta, ma molte altre curve, e permetto-
no, altresi, di collocare questi tracciati non solo sul
foglio di carta, ma in uno spazio a tre dimensioni ef-
ficacemente simulato. L'introduzione di questi
strumenti ha comportato, per la nostra scienza, un
mutamento epocale: infatti, se da un lato il momen-
to della visualizzazione € oggi assai meno impegnati-
vo di quanto era un tempo, dall’altro il momento
della costruzione siavvale di mezzi molto pit1 poten-
ti e, di conseguenza, il momento della invenzione si
esprime in forme pitt libere, come ognuno dinoi ve-
de ogni giorno non solo nei pili recenti edifici, ma

anche negli oggetti della produzione industriale co-
me, ad esempio, le carrozzerie delle automobili e gli
oggetti di arredo.

Per questi motivi, € oggi necessaria una ampia re-
visione dei contenuti e della struttura stessa della
Geometria descrittiva tradizionale. Questo libro
vuole essere un primo tentativo di organizzare la di-
sciplina in un assetto adeguato ai tempi e persegue
questo obiettivo adottando alcuni accorgimenti che
non compaiono nella manualistica precedente.

Il primo di questi accorgimenti consiste nella in-
troduzione di metodi di rappresentazione che si af-
fiancano a quelli tradizionali e che derivano dalle
tecniche digitali: il metodo della rappresentazione ma-
tematica e il metodo della rappresentazione numerica o
poligonale.

Il secondo consiste in una rilettura del lascito
della nostra scienza, e non solo quello di Gaspard
Monge e della sua scuola, ma, piti in generale, quel-
lo che viene dal passato, si pensi ad esempio, alla
stereotomia e alla prospettiva, andando a ritroso
nel tempo. Questo patrimonio di teorie, di idee, ma
sopratutto di forme tridimensionali, trova una nuo-
va vita nella genesi e nella visualizzazione digitale.

Il terzo accorgimento consiste nel ricercare, ove
possibile, soluzioni piti semplici e generali ai pro-
blemi che per secoli sono stati condizionati dalla
necessita di costruire sul supporto cartaceo: si pen-
si, ad esempio, alla genesi delle rigate, al problema
di Apollonio e a molti altri.
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! In particolare, il software

ThinkDesign & lo strumento
principe della rappresentazione
matematica trattata in questo li-
bro. Questo programma puo es-
sere scaricato liberamente al se-
guente indirizzo: http://www.
migliari.it/download/td_2008.
Zip.

Docenti e studenti delle scuole e
delle universita possono richie-
dere la licenza d'uso gratuita a:
http://www.think3.com/it/
contatti/contatti?frompg=edu-
cational specificando, nel form, il
titolo di questo libro. Al medesi-
mo sito si puo accedere anche at-
traverso la scheda del libro sul
sito www.utetuniversita.it

Infine, & doveroso ricordare I'importanza del la-
voro di squadra in questo momento storico dello
sviluppo della disciplina. In ogni ambito scientifico
la collaborazione e il confronto tra ricercatori, a vol-
te anche molto distanti non solo fisicamente, ma
per formazione e competenze, ha dato i risultati mi-
gliori. Piti che mai & necessaria oggi in un ambito
che e soggetto a revisione, come si e detto, e percio
questo libro nasce dal concorso di molti Autori, al-
cuni anche assai giovani, e proprio per questo piu
agili nella esplorazione di nuove soluzioni.

Per la praticita della consultazione, questo ma-
nuale e diviso in due volumi.

Nel primo vengono trattati i metodi di rappresen-
tazione e le costruzioni, nella nuova concezione alla
quale ho fatto cenno. Poiché la caratteristica princi-
pale di un metodo di rappresentazione, in geome-
tria descrittiva, & quella di essere indipendente da-
gli altri metodi e percio di essere capace di risolvere
autonomamente qualsiasi problema, si & pensato di
verificare questa dote risolvendo i medesimi, fon-
damentali problemi in ognuno dei metodi trattati e,
in particolare, anche nei metodi nati dalle tecniche
digitali. Questo esercizio puo apparire, in certi casi,
puramente accademico, perché ogni metodo ha i
suoi privilegiati campi di applicazione e non v’e ra-
gione, nella pratica, direalizzare, ad esempio, la mi-
sura di una superficie utilizzando la prospettiva o
lo studio percettivo di uno spazio interno per mez-
zo di due proiezioni ortogonali associate. Allo stes-
so modo, non v’é ragione di affrontare problemi
metrici nella rappresentazione numerica o proble-
mi percettivi in quella matematica. Cio non di me-
no, era indispensabile verificare la possibilita di
rappresentare compiutamente e ricostruire nello
spazio le forme rappresentate in ciascuno dei sud-
detti metodi, proprio per poter convalidare quella
proposta di ampliamento cui si e fatto cenno.

Nel secondo volume vengono invece trattate le
tecniche digitali e le loro applicazioni, cominciando
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con quelle piu astratte, che riguardano lo studio
delle curve e delle superfici e la verifica sperimen-
tale delle loro proprieta, per approdare ad alcune
delle applicazioni tecniche tradizionali.

E necessario, ancora, un chiarimento per cio che
riguarda i sistemi informatici, che permettono di di-
segnare nello spazio e che tanta importanza hanno
nella evoluzione della geometria descrittiva. Allo
stato dell’arte, questi sistemi non sono unificati.
Anche se impiegano algoritmi noti, frutto dell’inge-
gno dei padri della computer grafica, i programmi
dedicati alla rappresentazione digitale utilizzano
ognuno interfacce diverse e persino una diversa
terminologia, sicché, attualmente, ¢ a malapena
possibile distinguere i programmi che utilizzano
prevalentemente la rappresentazione matematica e
continua, cui si deve il controllo metrico degli og-
getti rappresentati, da quelli che utilizzano preva-
lentemente la rappresentazione numerica e discre-
ta, cui si deve il controllo formale degli stessi. In
una classe a parte si possono invece raccogliere
quei programmi che hanno una forte connotazione
tecnica e che percio sono indirizzati a specifici am-
biti professionali. In questo quadro, ancora piutto-
sto confuso, ci & sembrato inopportuno privare il
lettore di un riferimento certo alle tecniche digitali,
come sarebbe stato se avessimo lasciato al discorso
un carattere generale ed astratto. Abbiamo percio
selezionato, tra le innumerevoli applicazioni che il
mercato offre, quelle che piti ci sono sembrate vici-
ne ad un ideale di generalita, nei due ambiti meto-
dologici sopra citati. E per queste applicazioni, che
sono quattro in tutto, abbiamo fornito in forma ste-
nografica la descrizione e la collocazione dei co-
mandi utilizzati nelle costruzioni che vengono illu-
stratel.

Questo punto di vista e diverso da quello di altre
pubblicazioni, di cultura anglosassone, nelle quali
si propone di imparare ad usare il computer attra-
verso la soluzione dei problemi della geometria de-



scrittiva. Qui & esattamente il contrario: si vuole in-
segnare la geometria descrittiva sfruttando le pre-
stazioni del computer. Perché cio che contanon ¢ la
produzione di un disegno, ma la produzione di una
idea accurata e compiutamente definita dello spa-
zio a tre dimensioni.

Desidero infine ringraziare i miei colleghi tutti,

non solo quelli che con grande impegno hanno da- i
to vita a questo primo tentativo di rinnovare la geo-
metria descrittiva, ma anche quelli che hanno cre- :
duto in questa iniziativa e I’hanno incoraggiata !
promuovendola nei loro Atenei e nella scuola na-
zionale del dottorato di ricerca in Rilievo e rappre-
sentazione dell’architettura e dell’ambiente. :

Riccardo Migliari
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* ]l paragrafo 4.14 e a cura di
i rette. Ma il caso piu difficile, e generale, & quello in

i cui sono dati tre cerchi. La soluzione di Apollonio &

ticae (,:"”“tio,”es ak Edefico Com- | andata perduta e il problema é rimasto irrisolto fino
mandino Urbinate in latinum con- : . N .
¢ al 1600, quando Frangois Viete, un matematico fran-

Leonardo Baglioni.

1 Pappo di Alessandria, Mathema-

versae, et commentariis illustratae,
Pisaurum, apud Hieronymum
Concordiam, MDLXXXVIIIL.

Exsuscitata Apollonii Pergaei peri
epaphon  Geometria, Ad V. C.

Adrianum Romanum Belgan, Le i
i un’opera intitolata Problema Apolloniacum (1594)°.

Clerc, Parigi 1600.

3 A. van Roomen, Problema Apol-
loniacum, Adrianum romanum
constructum, Wiirzburg 1596.

* Cfr. R. Migliari, Rappresenta-

bardi, Siracusa 2008.
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i CapPIToLO 4

. Costruzioni relative al cerchio*

Federico Fallavollita

4.1 Costruzione del cerchio date tre

condizioni (problema di Apollonio)

Frale opere di Apollonio di Perga, matematico greco
¢ vissuto dal 262 al 190 a.c., figura un trattato sulle

«Tangenze», che non ci & pervenuto, ma il cui conte-
nuto € noto grazie a una testimonianza di Pappo

¢ Alessandrino!, matematico del IV secolo d.C. Nelle

«Tangenze», Apollonio enunciava e risolveva il se-
guente problema, passato alla storia con il suo nome:

¢ dati tre cerchi, ciascuno dei quali pud degenerare in

una retta o un punto, trovare un cerchio che tocca

i clascuno degli enti dati. Questo problema era stato
i gia affrontato da Euclide nei suoi due casi piti sem-

plici: cerchio passante per tre punti o tangente a tre

cese, espose, nell’opera Apollonius Gallus?, le sue so-

i luzioni, utilizzando esclusivamente la riga e il com-

2 ‘ ; H
F. Viete, Apollonius Gallus seu, : paq56 Prima dilui, perd, il matematico belga Adrian

van Roomen aveva risolto il problema come interse-
zione di coniche e, in particolare, di due iperboli in

Dopo il 1600 il noto problema ha interessato diverse

i personalita del mondo matematico, fra cui Newton

i (Arithmetica universalis, Problema XLVII). Noi, per la
zione come sperimentazione, in i gglyzione del problema generale, utilizzeremo la co-
AANVV.,, lkhnos, analisi grafica e : truzi di Van R hé. fra le tant 1
storia della rappresentazione, Lom- § Struzione di Van Roomen perché, fra le tante solu-

i zioni proposte, ¢ quella pit1 generale, dato che si ap-
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plica a tutte le diverse situazioni che possono verifi-
carsi nel piano e puo essere estesa allo spazio per co-
struire una sfera tangente ad altre quattro date*.

I problema, nel suo complesso, puod presentare
dieci casi, dal piu facile, che e la costruzione del cer-
chio passante per tre punti dati, in cui la soluzione &
una sola, al piu difficile che, come abbiamo detto, &
la costruzione del cerchio tangente a tre cerchi dati,
che presenta otto soluzioni possibili. I dieci casi, e il
numero delle soluzioni relative, si possono cosi
riassumere:

1) cerchio per tre punti (una soluzione possibile);

2) cerchi per due punti e tangente a una retta (due
soluzioni possibili);

3) cerchi per un punto e tangenti a due rette (due
soluzioni possibili);

4) cerchi tangenti a tre rette (quattro soluzioni
possibili);

5) cerchi per due punti e tangenti a una circonfe-
renza (due soluzioni possibili);

6) cerchi per un punto, tangenti a una retta e a una
circonferenza (quattro soluzioni possibili);

7) cerchi per un punto e tangenti a due circonfe-
renze (quattro soluzioni possibili);

8) cerchi tangenti a due rette e a una circonferenza
(quattro soluzioni possibili);

9) cerchi tangenti a una retta e a due circonferenze
(otto soluzioni possibili);

10) cerchi tangenti a tre circonferenze (otto soluzio-

ni possibili).



Daremo nel seguito, tanto la rappresentazione
grafica, quanto la rappresentazione matematica
delle costruzioni relative ai suddetti problemi. Nel-
la modellazione matematica I'uso degli snap rende
immediata la soluzione nel piano.

4.2 Cerchio per tre punti distinti e non
allineati

Questa costruzione ¢ contemplata negli Elententi
di Euclide (Elementi, Libro 1V, Proposizione 5) (fi-
gura 4.1). Il cerchio richiesto & quello che circoscri-
ve il triangolo individuato dai tre punti EFG. Il
centro C del cerchio e l'intersezione degli assi dei
lati del triangolo. Per asse del segmento s’intende
il segmento perpendicolare condotto al punto me-
dio di ogni lato. 1l raggio del cerchio & determina-
to dalla distanza dal centro cosi individuato a uno

Fig. 4.1

qualsiasi dei tre punti dati. Se i tre punti dati sono
allineati, oppure se due di essi coincidono, il pro-
blema ha per soluzione la retta cui appartengono,
come degenerazione del cerchio; se invece i tre
punti sono coincidenti le soluzioni sono le infinite
rette del fascio che ha i tre punti coincidenti come
centro.
Costruzione grafica:

» Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, consente di di-
segnare una linea per i due punti Ee F e peri
punti F e G; conviene mettere l'opzione su «tipo
illimitata» quando si disegnano rette e l'opzione
su «tipo limitata» quando sono segmenti.

e Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, disegniamo le
due ortogonali ai segmenti EF e FG utilizzando
prima lo snap ortogonale e successivamente lo
snap punto medio.

s Strumenti / Snap / perpendicolare, con lo snap atti-
vo si seleziona il segmento EF.

* Strumenti / Snap / punto medio, con lo snap attivo
si seleziona il punto medio del segmento EF; in
questo modo abbiamo disegnato una retta orto-
gonale al segmento EF nel suo punto medio; ri-
petiamo l'operazione per il segmento FG.

e Inserisci / Disegno / Cerchi e Archi / Centro, consen-
te di disegnare il cerchio con centro C nel punto
intersezione trovato e raggio pari alla distanza
CE.

Rhinoceros

* Curove/Line/SingleLine permette di costruire una
linea per i due punti Ee F, peripunti Fe G e per
ipuntiEe G,

s Curve [/ Line / PerpendicularFromCurve con 1'op-
zione FromFirstPoint attivata, permette di co-
struire una retta a ortogonale a un’altra a partire
da un punto di quest’ultima. Utilizzando lo Snap
MidPoint, tracciamo gli assi dei lati del triangolo.

¢ Curve/Circle /Center, Radius consente di disegna-
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Fig. 4.1 Costruzione del cerchio
passante per tre punti distinti E, F,
G e non allineati. | centro C del cer-
chio & |'intersezione degli ass| der
lati del triangolo (1° problema di
Apollonio)



Fig. 4.2 Teorema della secante e
della tangente di Euclicle (Elementi,
Libro lll, Proposizione 36): se si con-
duce da un punto P esterno a una
circonferenza una tangente PT e
una secante PD, il segmento di tan-
gente PT & medio proporzionale
tra I'intera secante PD e |a sua par-
te esterna PC

re il cerchio con centro C nel punto intersezione
trovato e raggio pari alla distanza CE.

Costruzione immediata: nella modellazione ma-
tematica esiste la possibilita di costruire una circon-
ferenza per tre punti.

o (Jintdesion Inserisci / Disegno [/ Cerchi e Archi / 3
punti, consente di disegnare un cerchio per i tre
punti dati.

* Rhinoceros Curve / Circle / 3Points consente di di-
segnare il cerchio passante per tre punti.

4.3 Cerchi che passano per due punti
e sono tangenti a una retta

Il problema ha due soluzioni possibili se i due pun-
ti sono tutti e due nello stesso semipiano individua-
to dalla retta data ed entrambi sono esterni alla ret-
ta data. Se invece i due si trovano ognuno in un di-
verso semipiano il problema non ha soluzioni, co-
m’¢ evidente perché la retta data taglia qualsiasi
cerchio passi per i due punti. Infine, il problema
non ha soluzioni se uno dei due punti appartiene
alla retta data, a meno che questo non sia il piede
della perpendicolare condotta dal punto esterno al-
la retta, nel qual caso la soluzione @ banale. La co-
struzione fa uso di un noto teorema di Euclide (Ele-
menti, Libro I1I, Proposizione 36):

se un punto P € preso fuori dal cerchio, e due li-
nee rette passano per P e il cerchio, I'una & secan-
te il cerchio, I'altra & tangente al cerchio, allora il
rettangolo contenuto dall'intero segmento se-
cante il cerchio e la parte che lo taglia fuori, fra il
punto e la circonferenza, sara uguale al quadrato
della linea tangente.

La proposizione & anche conosciuta come il feore-
ma della secante e della tangente: condotte da un pun-
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to P esterno a una circonferenza una tangente e una
secante, il segmento di tangente ¢ medio proporzio-
nale tra l'intera secante e la sua parte esterna (figu-
ra 4.2);

PC:PT=PT:PD

Dati due punti A e B e una retta r si chiede di in-
dividuare i cerchi che toccano tre enti dati (figura
4.3). Si costruisce la retta s passante per i punti A e
B. Questa retta interseca la retta data r in un punto
S. 5i disegna il cerchio che ha come centro il punto
medio M del segmento AS. Si stacca la perpendico-
lare p per B sulla retta s. Questa interseca la circon-
ferenza di centro M in un punto D. Si costruisce la
circonferenza di centro S e raggio SD. In questo
modo si riporta la distanza SD su rnei punti Te T,
punti di contatto dei cerchi tangenti alla retta r e
passanti per i punti A e B. Il problema é cosi ricon-
dotto alla costruzione del cerchio che passa per tre
punti dati. Si noti che il segmento ST & medio pro-
porzionale tra SB e SA.

Costruzione grafica:

HIINNOPrS] 11
e Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, si costruisce
una linea s per i due punti Ae B,

Fig. 4.2



Inserisci / Disegno / Cerchi e Archi / Centro, si co-
struisce il cerchio che ha come centro il punto
medio di AS (il punto S e 'intersezione della ret-
ta s con la retta r) e diametro AS.

Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, si costruisce la
perpendicolare alla retta s nel punto B; utilizzan-
do lo snap «perpendicolare» prima e «punto
estremo» dopo.

Strunienti / Snap / perpendicolare, si seleziona la
retta s.

Strumenti / Snap / punto estremo, si seleziona il
punto B; la retta interseca il cerchio di centro M
in due puntiDe D",

Inserisci / Disegno / Cerchi e Archi / Centro, costrui-
sce la circonferenza di centro S e raggio SD; i
punti d’intersezione T e T” del cerchio di centro S
con la retta r sono i punti di contatto dei cerchi
tangenti alla retta r passanti per i due punti dati
A e B. Il problema e cosi ricondotto al caso prece-
dente, cioé un cerchio passante per tre punti.

Rhinoceros
e Curve/Line/SingleLine permette di costruire una

linea per i due punti A e B.

Curove / Circle / Center, Radius si costruisce il cer-
chio che ha come centro il punto medio di AS (il
punto S é l'intersezione della retta s con la retta r)
e diametro AS.

Curve / Line [ PerpendicularFromCurve con 1'op-
zione FromFirstPoint attivata, permette di co-
struire una retta ortogonale a un’altra a partire
da un punto di quest’ultima. Utilizzando lo Snap
EndPoint, tracciamo la perpendicolare ad AS a
partire dal punto B.

Curve / Circle / Center, Radius costruisce la circon-
ferenza di centro S e raggio SD; i punti d’interse-
zione T e T’ del cerchio di centro S con la retta r
sono i punti di contatto dei cerchi tangenti alla
retta r passanti per i due punti dati A e B. [l pro-
blema & cosl ricondotto al caso precedente, cioe
un cerchio passante per tre punti.

Fig. 4.3

Costruzione immediata: Fig. 4.3 Costruzione dei cerchi
perdue punti A, B e tangenti a una
. g retta r (2° problema di Apollonio). I
[HERAesIgn problema ha due soluzioni possibili
» [nserisci/ Disegito /Cerchie Archi /3 punti, consen- | selduepunt Sonclﬁ tz'“'[de due Eell:o
o oqe . y : Ty stesso semiplano individuato dalla
te di disegnare un cerchio peri t.re'entj datl,‘uma. obta data ad antrambksens esterri
mo lo strumento snap per individuare gli enti | zl(a retta data
opportuni.
* Strumenti / Snap / punto estremo, con lo snap atti-

vosi selezionano i due punti A e B dati.
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Fig. 4.4 Costruzione dei cerchi
che passano per un punto e sono
tangenti a due rette (3° problerna
di Apollonio). La soluzione propo-
sta fa uso dell'amotetia

5Ctr, G. Loria, Metodi matematici,
essenza — tenica — applicazioni,
Hoepli, Milano 1935, cap. 12,
par. 37.

e Strumenti / Snap /tangente, con lo snap attivo si
selezionano un punto della retta r.

Rhinoceros

* Curve / Circle / TangentToCurves si indica un pun-
to della retta in prossimita dell’ipotizzato punto
di tangenza; si attiva 'opzione Point e si selezio-
nanoipunti Ae B,

4.4 Cerchi che passano per un punto
e sono tangenti a due rette date

Vi sono diverse possibili soluzioni, quella che pro-
poniamo, per la sua semplicita, fa uso dell’'omote-

tia®. Sono date due rette r e s e un punto A (figura
4.4). Si costruisce la bisettrice b dell’angolo, tra
quelli formati dalle due rette date, che contiene an-
che il punto dato; & evidente, infatti, che i centri dei
cerchi cercati debbono trovarsi su questa retta. Se le
rette r e s sono parallele, la bisettrice & una retta pa-
rallela ed equidistante dalle due date. Si costruisce
un cerchio qualsiasi che abbia centro T sulla retta b
e sia tangente a una delle due rette. Il cerchio cosi
costruito sara tangente ad ambedue le rette r e s. 5i
fa passare, per il punto O che le due rette r e s han-
no in comune, una secante del cerchio costruito che
lo taglia nei punti P e Q. Si costruiscono le parallele

Fig. 4.4
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alle due rette PT e QT per il punto dato A. I punti di

intersezione di queste due rette con la bisettrice b

danno i due centri B e C dei cerchi soluzione.
Costruzione grafica:

e [nserisci / Disegno / Linea / Bisettrice, consente di
disegnare una bisettrice b date due rette res.

e [Inserisci / Disegno [ Cerchi e Archi / Centro, co-
struiamo un cerchio che abbia centro sulla retta b
e sia tangente alle due rette date r e s; per fare cio
utilizziamo lo snap «punto su curva» per indivi-
duare il centro T e lo snap «tangente» alla retta r
per individuare il raggio.

s Strumenti/Snap / Punto su curva, con lo snap atti-
vo siseleziona un punto della retta bisettrice b.

e Strumenti / Snap / langente, con lo snap attivo si
selezionano un punto della retta r.

e [nserisci / Disegno / Linea / 2 punti, disegniamo
una retta che passa per i punti dati A e O (punto
d'incidenza delle rette r e s); questa retta interse-
ca la circonferenza di centro Cin due punti Pe Q.

e Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, disegniamo i
due raggi TP e TQ.

* [nserisci / Disegno / Linea / Parallela, disegniamo le
due rette parallele ai raggi TP e TQ; le parallele
intersecano la bisettrice b in due punti; questi ul-
timi sono i centri dei cerchi tangenti che risolvo-
no il problema.

Rhinoceros

¢ Curve / Line / Bisector, consente di disegnare una
bisettrice b date due rettere s.

» Curve / Circle / Center, Radius costruiamo un cer-
chio che abbia centro sulla retta b e sia tangente
alle due rette date re s; per fare ciod utilizziamo lo
snap Near per individuare il centro T e lo snap
Perpendicular alla retta r per individuare il raggio.

s Curve / Line / SingleLine, attiviamo lo snap Tools /
ObjectSnap / Along Parallel per dare la direzione di
riferimento dei raggi TP e TQ; le parallele uscen-

ti da A a questi due segmenti, intersecano la bi-
settrice b in due punti; questi ultimi sono i centri
dei cerchi tangenti che risolvono il problema.

Costruzione immediata:

r-’-n’ "1"\_.".- ‘i"._ 1

e [Inserisci/ Disegno /Cerchie Archi /3 punti, consen-
te di disegnare un cerchio per i tre punti dati.

* Strumenti / Snap / punto estremo, con lo snap atti-
vo si seleziona il punto A.

e Strumenti / Snap [ tangente, con lo snap attivo si
selezionano un punto della retta r e un punto
della retta s.

Rhinoceros

 Curve / Circle / TangentToCurves si indica prima il
punto A con l'opzione point attivata; si seleziona-
no poi le rette tangenti,

4.5 Cerchi tangenti a tre rette date

Come gia detto questo ¢ il secondo caso gia contem-
plato negli Elementi di Euclide (Libro IV, Proposi-
zione 4). Si possono dare due situazioni: la prima ¢
quando le tre rette individuano un triangolo e la se-
conda € quando due rette, delle tre, sono parallele.
Se le tre rette sono incidenti tutte in un punto oppu-
re sono tutte parallele il problema non ha soluzioni.

Il caso contemplato da Euclide & quello di tre ret-
te non concorrenti in un punto né parallele (figura
4.5). Il problema, allora, ha quattro soluzioni. La
prima soluzione ¢ data dal cerchio inscritto nel
triangolo formato dalle rette date. Il centro di que-
sto cerchio &, evidentemente, I'incentro del triango-
lo, ovvero il punto intersezione delle bisettrici degli
angoli al vertice. Per costruire gli altri tre cerchi si
considerano, semplicemente, gli angoli che le tre
rette formano all’esterno del triangolo e le relative
bisettrici, che danno, per intersezione, i relativi cen-
tri. Nel caso in cui si hanno tre rette di cui due paral-
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Fig. 4.5

Fig. 4.5 Costruzione dei cerchi
tangenti a tre rette date (4° proble-
ma di Apolionio). Il caso contem-
plato da Euclide & quello di tre ret-
te non concorrentl in un punto ng
parallele. |l problema, allora, ha
quattro soluzioni. | centri dei cerchi
tangenti sono dati dalle intersezio-
ni delle bisettrici delle rette date

lele, il problema ha due soluzioni. Il metodo ¢ il me-
desimo.

Costruzione grafica:

thinkdesom
¢ [Inserisci / Disegno / Linea / Bisettrice, consente di
disegnare una linea bisettrice di due rette; ripe-

tiamo la costruzione per le sei bisettrici.

280

Geometnia descrittiva — Metodi e costruzion|

e [nserisci / Disegno / Linea / 2 punti, costruiamo dai
punti d’intersezione una retta perpendicolare a
una qualsiasi delle rette date; in questo modo ab-
biamo individuato i centri e i raggi dei quattro
cerchi tangenti.

o [Inserisci / Disegno / Cerchi e Archi / Centro, dise-
gniamo i cerchi soluzione del problema.

Rhinoceros

* Curve / Line / Bisector, consente di disegnare una
linea bisettrice di due rette; ripetiamo la costru-
zione per le sei bisettrici.

* Curve/Line/SingleLine, con lo snap Perpendicular,
costruiamo dai punti d’intersezione una retta
perpendicolare a una qualsiasi delle rette date; in
questo modo abbiamo individuato i centri e i
raggi dei quattro cerchi tangenti.

e Curve /Circle / Center, Radius disegniamo i cerchi
soluzione del problema.

Costruzione immediata:

thinkdesient

e luserisci / Disegno /Cerchi e Archi /3 punti, consen-
te di disegnare un cerchio per i tre enti dati.

* Strumenti / Snap / tangente, con lo snap attivo si
selezionano le tre rette; a seconda del punto sele-
zionato sulla retta il modellatore automatica-
mente generera il cerchio tangente relativo.

Rhinoceros

e Curve / Circle / TangentToCurves indicando come
curve tangenti le tre rette assegnate.

4.6 Cerchi che passano per due punti
e sono tangenti a una
circonferenza

Per risolvere questo problema € conveniente far uso
della teoria dei radicali introdotta per la prima vol-
ta dal matematico francese Louis Gaultier de Tours



in una memoria del 15 giugno del 1812". Per poter
verificare la soluzione, & necessario innanzitutto
descrivere brevemente gli enti geometrici oggetto
della teoria dei radicali, che si basa sul gia citato
teorema di Euclide (Elementi, Libro II1, Proposizio-
ne 36). Dati un punto qualunque O, nel piano d'una
circonferenza di centro A, facciamo passare per O
una secante al cerchio OGK e una tangente OM (fi-
gura 4.6); Euclide dimostra che:

OK:0M = OM: 0OG
e percio:
OG * OK = OM?

Se dal punto O, con raggio OM = [(OK * OG),
descriviamo un cerchio O, diremo che questo cer-
chio & radicale del cerchio A o cerchio O radicale A, e
cio significa: cerchio il cui raggio vale la radice qua-
drata del prodotto costante formato dalle parti del-
le secanti staccate dal centro O della circonferenza
sul cerchio di centro A, al quale & comparato. Dato
un punto O, quindi, esiste soltanto un cerchio O ra-
dicale A. Tuttavia, esistono due differenti tipi di cer-
chio radicale, che dipendono dalla posizione del
punto O rispetto al cerchio A. Infatti, tale posizione
puo essere interna o esterna al cerchio primitivo A.
Quando il punto O ¢ all’esterno del cerchio primiti-
vo A, il raggio del cerchio O ¢ il segmento OM che
ha per estremi il punto O e il punto di contatto M,
come abbiamo gia detto. Dunque 1'angolo OMA ¢
retto, per costruzione, e AM é tangente al cerchio O
di modo che il cerchio A e anch’esso radicale del
cerchio O. I due cerchi si dicono percio ortogonali e
sono radicali I'un rispetto all’altro e primitivi I'un
rispetto all’altro. Questo primo tipo di cerchio radi-
cale si dice cerchio radicale reciproco.

Quando il punto O € interno al cerchio primiti-
vo A, il radicale si costruisce come segue: si con-

duce per O la perpendicolare al raggio AO, che ta-
glia il cerchio nei punti M e N; quindi si descrive il
cerchio che ha O per centro e MN per diametro. Se
ora si conduce per O una qualsiasi secante il cer-
chio A, che lo taglia nei punti G e K, si ha ancora la
relazione:

OK:0OM = OM: 0G
e perciod:
OG *OK = OM?

Tuttavia, mentre prima i due cerchi erano radica-
li reciproci, qui O e radicale A, ma non viceversa,
ragione per cui il cerchio O ¢ detto cerchio radicale
semplice di A.

Due cerchi A e B possono avere cerchi radicali in
comune e dello stesso tipo; i centri di questi cerchi si
trovano sulla perpendicolare alla retta che unisce i
centri A e B. Questa perpendicolare si dice asse radi-
cale AB. Possono darsi tre casi (figura 4.7). I due cer-
chi A e B si tagliano in Fe in G, in questo caso la ret-

Fig, 4.6 Se dal punio O, con rag-
gio OM = [(OK * 0G), descrivia-
mo un cerc}l‘uo 0, diremo che gue-
sto cerchio & radicale del cerchio A
o cerchio O radicale A, e cio signifi-
ca: cerchio il cui raggio vale la radi-
te quadrata del prodotto costante
formato dalle parti delle secanti
staccate dal centro O delia circon-
ferenza sul cerchio di centro A, al
quale & comparato

A L. Gaultier de Tours, Sur les Mo-
yens généraux de construire gra-
phiquement un Cercle déterminé
par trios conditions, et une Sphere
déterminé par quatre conditions; Lu

A la premiére Classe de 'Institut, 15

gingno 1812, «Journal de I'Ecole
polytechnique», XV1, 124-14.

Fig. 4.6
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Fig. 4.7 DuecerchiAe
B possono avere cerchi
radicali in comune e del-
lo stesso tipo, | centri di
questi cerchi si trovano
sulla perpendicolare alla
retta che unisce | centrl
A e B. Questa perpendi-
colare si dice asse radi-
cale AB. Possono dars
tre casi

Fig. 4.8 Tre cerchi A,
B, C, | cui centri nan sla-
no allineat, hanno cer-
chio radicale comune
che ha centro nel punto
O comune agl assi radi-
cali e raggio la distanza
di O dal punto di con-
tatto di una qualsiasi
tangente condotta da O
a uno dei cerchi dati

ta FG e il loro asse radicale. I due cerchi A e B sono
tangenti in H, allora i due punti F e G si confondo-
no in H e I'asse radicale ¢ la tangente comune in H,
inoltre tutti i cerchi radicali comuni sono radicali re-
ciproci. Infine: i due cerchi non hanno punti in co-
mune e sono esterni 'uno all'altro, allora tutti i cer-
chi radicali comuni sono reciproci, come nel caso
precedente. In questo caso I'asse radicale si costrui-
sce come segue: con centro in un punto Z qualsiasi
si tagliano i due cerchi dati nei punti C, Ded E, F. Si
prolungano le due corde CD ed EF fino al punto
d’intersezione U. Si conduce per U la perpendicola-
re alla retta AB, che unisce i due centri dei cerchi da-
ti, e questa ¢ I'asse radicale cercato. Si noti che (figu-
ra 4.8), comunque si prenda il punto Z, la costruzio-
ne determina univocamente |'asse radicale, che &
uno soltanto. Ne consegue che tre cerchi A, B, C, i
cui centri non siano allineati, hanno cerchio radica-
le comune che ha centro nel punto O comune agli

Fig. 4.7

| 282

Geometnia descrittiva — Metodi e costruzion|

Fig. 4.8



assi radicali e raggio la distanza di O dal punto di
contatto di una qualsiasi tangente condotta da O a
uno dei cerchi dati.

La teoria dei radicali offre una semplice soluzio-
ne del quinto caso del problema di Apollonio. Sono
dati due punti A e B e una circonferenza di centro C
(figura 4.9), Si traccia una circonferenza D di raggio
a piacere che passa per i due punti dati A e B e taglia
la circonferenza C in due punti P e Q.1 due punti P
¢ Q individuano l'asse radicale del cerchio dato e di
quello or ora costruito. Si traccia la retta r passante
per A e B. Questa ¢ l'asse radicale delle circonferen-
ze che si vuole costruire e del cerchio D. Il punto O
¢ il punto comune agli assi radicali. Le tangenti con-
dotte dal punto O al cerchio C individuano i due
punti § e T di contatto dei cerchi che risolvono il
problema con il cerchio dato. Il problema si ricon-
duce cosi alla costruzione di cerchi che passano per
le due terne di punti A, B, S e A, B, T. Costruzione
grafica:

Hinlkdesign

¢ Inserisci / Disegio /Cerchie Archi /3 punti, consen-
te di disegnare un cerchio per i due punti Ae Be
raggio qualsiasi; il cerchio deve intersecare la cir-
conferenza Cin due punti Pe Q.

e [nserisci / Disegno / Linea / 2 punti, costruiamo per
i punti d’intersezione P e Q una retta r; e per i
punti A e B un'altra retta.

* Modifica / Aggiusta curve, consente di tagliare le
rette suddette nel punto d’incidenza O.

 Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, costruisce le
due rette tangenti al cerchio C dal punto O; come
abbiamo detto i punti S e T sono i punti di con-
tatto dei cerchi che risolvono il problema.

Rhinoceros

* Curve/Circle /Center, Radius consente di disegna-
re un cerchio per i due punti A e B e raggio qual-
siasi; il cerchio deve intersecare la circonferenza
CinduepuntiPe Q.

Fig. 4.9

» Curve /Line / SingleLine, costruiamo per i punti
d’intersezione P e Q una retta r; e peri punti A e
B un’altra retta.

» Curve / Line / SingleLine, costruiamo le due rette
tangenti al cerchio C dal punto O; i punti Te S
sono i punti di contatto dei cerchi tangenti che ri-
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Fig. 4.9 Costruzione der cerchi
passanti per due punti A e Be tan-
genti a una circonterenza data di
centro € (5° problema di Apollo-
nio). La teoria dei radicali offre una
semplice soluzione del quinto caso
del prablema di Apollonio



solvono il problema; il problema si riduce a cer-
care una circonferenza per tre punti.

Costruzione immediata:

Lk

o [nserisci / Disegno / Cerchi e Archi /3 punti, consen-
te di disegnare un cerchio per i tre enti dati.

* Strumenti [ Snap / Punto estremo, con lo snap atti-
vo si selezionano i due punti A e B.

e Strumenti / Snap / Tangente, con lo snap attivo si
seleziona il cerchio C; a seconda del punto sele-
zionato del cerchio dato C, viene generato auto-
maticamente il cerchio tangente cercato,

Rhinoceros

s Curve/Circle / TangentToCurves si indicano prima
i punti A e B con l'opzione point attivata; si sele-
ziona poi la circonferenza C.

4.7 Cerchi per un punto dato, tangenti
a una retta e a una circonferenza
pure assegnate

La costruzione piu elegante e quella che utilizza i
luoghi geometrici. Questa soluzione ha un carattere
generale e percio sara illustrata e giustificata con la
soluzione del caso piit complesso (vedi paragrafo
4.11 della seconda parte). Per il momento limitiamo-
cia considerare che i luoghi geometrici dei centri dei
cerchi tangenti a una coppia di dati (cerchi, punti, o
rette) siano quelli elencati nella tabella seguente.

Dati Luogo geometrico dei centri

Un punto e un cerchio, I'uno esterno all'altro Iperbole

Un punto e un cerchio al suo interno Ellisse

Due cerchi che non siano interni 'uno all’altro due Iperboli

Due cerchi uno del quali interno all'altro Ellisse

Un cerchio e una retta, distint| due Parabole

Un punto e una retta, distinti Parabola

Due rette incidenti o paraliele due Rette o
una Retta

Due puntl distinti Retta
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In questo caso sono dati un punto A, unarettare
una circonferenza C (figura 4.10). Si costruisce,
dunque, l'iperbole luogo geometrico dei centri dei
cerchi tangenti al cerchio C e passanti per il punto
A. Si costruisce la parabola luogo geometrico dei
centri dei cerchi tangenti alla retta r e passanti per il
punto A. Lintersezione di queste curve, cioe dei
due rami d’iperbole e della parabola, da i due centri
W e Z dei cerchi tangenti.

Costruzione grafica della parabola:

e Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, permette di co-
struire il segmento AP ortogonale alla retta data
r per il punto A.

e Inserisci / Curve / Coniche / Parabola, costruisce la
parabola; il vertice T & il punto medio del seg-
mento AP; la lunghezza dell'asse, richiesta dal
comando, ¢ TP = AT.

Rhinoceros

o Curve /Line / SingleLine, con lo snap Perpendicular
si costruisce il segmento ortogonale alla retta data
rperil punto A; il punto P ¢ il punto sulla retta r.

* Curve/Parabola / Vertex, Focus, diamo come verti-

ce della parabola il punto medio del segmento
AP e come fuoco il punto A.

Hinkides '..'\ it

® [userisci / Disegno / Linea / 2 punti, costruisce il
segmento AC.

e Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, costruisce il
segmento VR di lunghezza pari al raggio del cer-
chio C dato e punto medio O coincidente con il
punto medio del segmento AC.

* Inserisci / Disegno / Cerchi e Archi / Centro, costrui-
sce un cerchio con centro in O e diametro AC.

¢ [nserisci / Disegino / Linea / 2 punti, costruisce una
retta ortogonale ad AC e passante per V o R;
questa retta taglia la circonferenza di centro O
nei punti Eed F.



Inserisci / Curve [ Coniche / Iperbole, costruisce
I'iperbole; il punto O & il centro; il segmento VR
fornisce la lunghezza dell’asse trasverso; il seg-
mento EF fornisce la lunghezza dell’asse coniu-
gato.

Modifica / Rifletti, permette di costruire il secondo
ramo dell‘iperbole, sfruttando la simmetria.
Inserisci / Disegno / Cerchti e archi / Cerclio, permet-
te di costruire i cerchi richiesti con centri We Z,
all’intersezione delle coniche e raggi rispettiva-
mente AW e AZ.

Rhinoceros

Curve / Line / SingleLine, si costruisce il segmento
AC.

Curve / Line / SingleLine, si costruisce il segmento
VR pari alla lunghezza del raggio del cerchio C
dato (questa linea & il primo asse trasverso del-
I'iperbole cercata); il punto medio O del segmen-

to suddetto deve combaciare con il punto medio

della linea AC (si puo tracciare il raggio di C se-
guendo la direzione AC, e spostarlo dal suo pun-
to medio al punto medio di AC).

Edit / Split, dividiamo il primo asse trasverso ri-
spetto la sua meta definita da O.

Curve / Cirele / Center, Radius si disegna un cer-
chio con centro in O e diametro AC.

Curve / Line / PerpendicularFromCurve, con "op-
zione FromFirstPoint attivata, si costruisce il seg-
mento che incontra in E il cerchio di raggio O,
che rappresenta la meta del secondo asse tra-
SVErso.

Analyze / Lenght, si misurano le lunghezze dei se-
miassi trasversi.

Hyperbola / Center, Coefficient, con I'opzione Bo-
thBranches attivata, si costruisce I'iperbole dando
come centro il punto O, come direzione quella
del segmento OA (basta cliccare sul punto A), e
infine dando come valori dei coefficienti A e B ri-
spettivamente le lunghezze del primo e del se-
condo semiasse trasverso.

Fig. 4.10

Costruzione immediata:

Hinkdesivn

» [nserisci/ Disegno /Cerchie Archi /3 punti, consen-
te di disegnare un cerchio per i tre enti dati.

* Striunenti / Snap / Punto estremo, con lo snap atti-
vo si seleziona il punto A.

» Strumenti / Snap / Tangente, con lo snap attivo si
seleziona la retta r.
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Fig. 4.10 Costruzione dei cerchi
per un punto dato A, tangenti a
una retta r e a una circonferenza
pure assegnate di centro C (6° pro-
blema di Apolionio). Si costruisce
I'iperbole luogo geometrico dej
centri dei cerchi tangenti al cerchio
C e passanti per Il punto A. S| co-
struisce |a parabola luego geome-
treo del centrt del cerchi tangenti
alla retta r e passanti per il punto A.
Lintersezione di queste curve, cioé
del due rami d'iperbole e della pa-
rabola, da i due centri W e Z dei
cerchi tangenti



Fig. 4.11 Costruzione del cerchi
per un punto date P, tangenti a
due arconferenze pure assegnate
di centr] A e B (6° problema di
Apollonio). Si costruisce |'iperbole
luogo geometrico dei centri del
cerchi tangenti al cerchio A e pas-
santi per il punto P. 5i costruisce
una seconda perbole luogo del
centri dei cerchi tangenti al cerchio
B e passanti per il punto dato P. |
punti intersezione di queste curve,
cioé dei quattro rami d'iperbole, da
i quattro centri dei cerchi richiesti

e Strumenti / Snap / Tangente, con lo snap attivo si
seleziona il cerchio C; a seconda del punto sele-
zionato del cerchio dato C, viene generato auto-
maticamente il cerchio tangente voluto.

Rhinoceros

s Curoe /Circle / TangentToCurves, si indica prima il
punto A con l'opzione point attivata; si seleziona
poi la circonferenza C e la retta r.

4.8 Cerchi per un punto dato, tangenti
a due circonferenze pure assegnate

Sono dati un punto P e due circonferenze di centro
A e B (figura 4.11). Si costruisce l'iperbole luogo

Fig. 4.11
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geomelrico dei centri dei cerchi tangenti al cerchio
A e passanti per il punto P. Si costruisce una secon-
da iperbole luogo dei centri dei cerchi tangenti al
cerchio B e passanti per il punto dato P. I punti in-
tersezione di queste curve, cioé dei quattro rami
d'iperbole, da i quattro centri dei cerchi richiesti.
Per la descrizione della costruzione grafica si ri-
manda al paragrafo precedente.

Costruzione immediata:

TN TR T

s [nserisci/ Disegno / Cerchie Archi /3 punti, consen-
te di disegnare un cerchio per i tre enti dati.

e Strumenti/ Snap / Punto estremo, con lo snap atti-
vo si seleziona il punto P.

* Strumenti / Snap / Tangente, con lo snap attivo si
seleziona il cerchio A e il cerchio B; a seconda del
punto selezionato del cerchio dato A e B viene
generato automaticamente il cerchio tangente
voluto.

Rhinoceros

* Curve/Circle / Tangent ToCurves, si indica prima il
punto P con I"opzione point attivata; si seleziona
poi la circonferenza A e la circonferenza B.

4.9 Cerchi tangenti a due rette date
e a una circonferenza pure
assegnata

Sono date due rette incidenti re s in un punto e una
circonferenza di centro C (figura 4.12). Si disegna la
retta bisettrice b luogo geometrico dei centri dei
cerchi tangenti alle due rette. Poi si disegnano le
due parabole luogo dei centri dei cerchi tangenti al-
lacirconferenza C e a una delle due rette date. Le in-
tersezioni fra le parabole e la bisettrice danno i cen-
tri dei cerchi tangenti richiesti. Nell’esempio illu-
strato i cerchi sono quattro. Se la circonferenza é se-
cante le due rette, le soluzioni possibili sono otto.



Costruzione grafica:

Erimmkdesiyn

Inserisci / Disegno / Linea / Bisettrice, si costruisce
la bisettrice delle rette re s, luogo geometrico dei
centri dei cerchi tangenti alle due rette date.
Inserisci / Curve / Coniche / Parabola: costruisce le
parabole fra la retta r e il cerchio: la prima ha il
vertice V nel punto medio del segmento che mi-
sura la minima distanza della circonferenza dal-
la retta r; la seconda ha il vertice V' nel punto me-
dio del segmento PQ che invece misura la massi-
ma distanza perpendicolare alla retta r; il fuoco
di entrambe le parabole & il centro del cerchio C,
Inserisci / Disegno / Cerchti e archi / Cerclio, permet-
te di costruire i cerchi richiesti.

Rhinoceros

Curve / Line / Bisector, si costruisce la bisettrice
delle rette r e s, luogo geometrico dei centri dei
cerchi tangenti alle due rette date.

Curve / Parabola / Vertex, Focus, diamo come verti-
ce il punto medio del segmento di minima di-
stanza fra la circonferenza C e la retta r e come
fuoco il centro C; per la seconda parabola diamo
come vertice il punto medio del segmento QP e
come fuoco il centro C.

Una volta costruite le due curve coniche e la ret-

ta bisettrice il sistema é risolto. Le intersezioni fra le
curve da i quattro centri dei cerchi tangenti ai tre
enti dati.

Costruzione immediata:

[nkatest 71}

Inserisel / Disegno / Cerchie Archi / 3 punti, consen-
te di disegnare un cerchio per i tre enti dati.
Strumenti / Snap / Tangente, con lo snap attivo si se-
lezionano le due rette r e s e un punto del cerchio
C; dalla scelta opportuna del punto di contatto si
genera immediatamente il cerchio tangente solu-
zione,

Fig. 4.12

Rhinoceros
» Curve /Circle / TangentToCurves si indica prima il

cerchio C ¢ poi le rette r e s nelle zone in cui si
presume verra a trovarsi la soluzione.

4,10 Cerchi tangenti a una retta data

e a due circonferenze, pure
assegnate

Sono date una retta r e due circonferenze di centro
Ce D (figura 4.13). Si costruiscono le quattro para-
bole luogo geometrico dei centri dei cerchi tangenti
alle due circonferenze e alla retta r. In particolare si
costruiscono le due parabole fra il cerchio Ce la ret-
ta r e le due parabole fra il cerchio D e la retta r.
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Fig. 4.12 Costruzione dei cerchi
tangentl a due rette date re s e a
una circonferenza pure assegnata
di centro € {7° problema di Apollo-
nio). 5i disegna la retta bisettrice b
luogo geometrico del centri dei
cerchi tangenti alle due rette. Poisi
disegnano le due parabole luogo
dei centri dei cerchi tangenti alla
circonferenza C & a una delle due
rette date. Le interseziont fra le pa-
rabole e |a bisettrice danno | centri
dei cerchi tangenti richiesti



Fig. 4.13

Fig. 4.13 Costruzione del cerchi
tangenti a una retta data r e a due
circonferenze, pure assegnate di
centro C e D (8% problema di Apol-
lonio)

Fig. 4.14 la differenza delle di-
stanze di P dal centri delle due cir-
conferenze e costante, Questo [uo-
go e un‘iperbole e 1 suoi fuochi so-
no i centri A e B dej due cerchi dati

7 Cfr. R. Migliari, Il problema di
Apollonio e la Geometria descritti-
va, «Disegnare, idee immaginis,
XXXVI, Gangemi, Roma 2008.

I punti intersezione fra le parabole danno i centri
dei cerchi soluzione. Nell'esempio i cerchi tangenti
sono quattro ma possono essere otto se le due cir-
conferenze e la retta date sono secanti fra loro. Per
la costruzione grafica si rimanda al paragrafo pre-
cedente. Costruzione immediata:

HinKdesign

e Inserisci / Disegno / Cerchie Archi /3 punti: consen-
te di disegnare un cerchio per i tre enti dati.

* Strumenti / Snap / Tangente: con lo snap attivo si
selezionano la retta r e le due circonferenze C e
D; dalla scelta opportuna del punto di contatto si
genera immediatamente il cerchio tangente.
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Fig. 4.14

Rhinoceros

* Curve / Circle / TangentToCurves si indica prima il
cerchio C e poi le rette r e s nei punti in cui si pre-
sume verra a trovarsi la soluzione; il comando
garantisce la caratteristica di tangenza del cer-

chio.

4.11 Cerchi tangenti a tre circonferenze
date

Questo e il caso pitt complesso e ha otto soluzioni
possibili”. Cio significa che le soluzioni possono es-
sere otto al massimo, senza escludere, percio, che
qualcuna, tra esse, venga a mancare. Consideriamo
idue cerchi A e B (figura 4.14). Supponiamo che P
sia uno dei punti cercati, equidistante dalle circon-
ferenze che hanno centro in A e in B. Le distanze
suddette si misurano, evidentemente, sui raggi AP



e BP, nei segmenti CP e DP, dove Ce D sonoi pun-
ti che i raggi AP e BP hanno in comune, rispettiva-
mente, con le due circonferenze: Posto che, per as-
sunto:

CP =DP
e che:
CP = AP — AC
DP = BP — BD

sostituendo si ottiene:

AP — AC=BP - BD
e, percio:

AP — BP = AC — BD.

Ma AC — BD ¢ la differenza dei raggi dei due
cerchi considerati, e dunque ¢ una costante:

AC-BD =k

Percio AP — BP = k, il che significa che il punto
P, e con lui qualsiasi punto che sia equidistante dal-
le due circonferenze date, gode di questa proprieta:
la differenza delle distanze di P dai centri delle due
circonferenze ¢ costante. Questo luogo & un’iperbo-
le e i suoi fuochi sono i centri A e B dei due cerchi
dati. Il punto medio del segmento QR staccato, dal-
le due circonferenze, all’interno di AB & uno dei
vertici, V. Infatti, questo punto V & equidistante
dalle circonferenze e percio appartiene all'iperbole,
inoltre appartiene alla retta che passa per i fuochi,
cioe all’asse dell’iperbole. Si pud dunque tracciare
I'iperbole per mezzo dell’asse trasverso e del suo
coniugato (figura 4.15). Con centro nel punto medio
O, del segmento AB, che & anche il centro dell’iper-

bole, essendo equidistante dai fuochi, si traccia la
circonferenza di diametro AB. Per il vertice V si
conduce una perpendicolare all’asse AB fino a in-
contrare la circonferenza nei punti E ed F. Le rette
EO e FO descrivono gli asintoti dell’iperbole. Si
completa il rettangolo che ha EF come lato ed EO,
FO come semidiagonali, Le mediane di questo ret-
tangolo (considerate in grandezza e posizione) so-
no l'asse trasverso dell’iperbole (quello che appartie-

Fig. 4.15 |l luogo geometrico dei
punti coerentemnente equidistanti
da due arconferenze distinte e
un‘iperbole. Si puo tracciare |'iper-
bole per mezzo dell'asse trasverso
e del suo coniugato. lasse trasver-
so VR é par| alla differenza dei rag-
gi dei cerchl A e B ed & centrato sul
punto medic O della distanza mas-
sima fra | due centn A e B (fuochi
dell'iperbole), U'asse coniugato EF
e pari all'intersezione della perpen-
dicolare passante per Vo perRe
della circonferenza di diametro AB
ecentro O

Fig. 4.15
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Fig. 4.16 |l luogo geometnco del
punti alternativamente equidistan-
ti da due crconferenze distinte &
un'iperbole. In questo caso la lun-
ghezza dell'asse trasverso QW &
pan alla somma dei ragg: del due
cerchi

ne ad AB) e il suo coniugato, detto anche asse non tra-
sverso, e determinano l'iperbole stessa, la quale puo
essere tracciata, in un disegno digitale, con accura-
tezza pari a quella di un cerchio. In questo modo
abbiamo disegnato il primo ramo d’iperbole che &
luogo dei centri delle circonferenze che toccano i
due cerchi lasciandoli entrambi all’esterno. Il se-

condo ramo dell'iperbole, simmetrico per costru-

Fig. 4.16
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zione al primo rispetto all’asse, ¢ luogo dei centri
delle circonferenze che toccano i due cerchi dati
comprendendoli entrambi al loro interno. Esistono,
pero, altre due possibili situazioni: quella di cerchi
che sono ancora una volta tangenti a entrambi i cer-
chi dati, ma toccano 'uno all’esterno, mentre com-
prendono l'altro al loro interno e viceversa. Per co-
struire anche i luoghi geometrici descritti dai centri
di questi cerchi, basta considerare un segmento QR
che attraversi uno dei cerchi dati fino a toccarlo con
il primo estremo, mentre il secondo tocca il secondo
cerchio dall’esterno (figura 4.16), Applicando le
medesime considerazioni che abbiamo gia esposto,
potremo generare una seconda iperbole, confocale
alla prima, i cui due rami sono i luoghi geometrici
dei centri dei cerchi che, come si & detto, toccano i
cerchi dati lasciandone uno all’esterno mentre com-
prendono l'altro al loro interno. Il problema di
Apollonio attraverso le considerazioni suddette
risolto. Infatti, ¢ chiaro che, quando sono dati tre
cerchi e si vuole costruire un cerchio che sia tangen-
te a tutti, basta costruire le iperboli luogo geometri-
co dei punti equidistanti che abbiamo descritto. |
punti comuni a queste iperboli; se esistono, forni-
scono le soluzioni del problema e, se non esistono,
segnalana che non tutte le soluzioni sono possibili.
Stabiliamo ora una convenzione che c¢i permetta di
identificare le varie soluzioni del problema. Abbia-
mo visto che un cerchio puo toccare un altro cerchio
lasciandolo all’esterno o comprendendolo all'inter-
no. Conveniamo che il cerchio dato sia semplice-
mente identificato con il nome del suo centro: A, B
e C, ad esempio, quando siano dati tre cerchi; e che
un cerchio tangente, per esempio ad A, sia chiama-
to Ae se lo tocca lasciandolo all’esterno e Ai se lo
tocca invece comprendendolo al suo interno. In
questo modo, per fare un esempio, il cerchio AiBe-
Ce, sara quello che abbraccia il cerchio dato A (com-
prendendolo) e tocca B e C, lasciandoli fuori. Adot-
tando questa convenzione, i rami delle iperboli, sa-



ranno contrassegnati con i nomi dei cerchi tangenti
di cui ospitano il centro. Ad esempio, AeBe, sara il
ramo di iperbole che & luogo geometrico dei centri
dei cerchi che toccano i due cerchi dati lasciandoli
entrambi all’esterno, In questo modo e facile conta-
re le soluzioni del problema compilando la seguen-
te tabella:

Tangenze di un cerchio rispetto ad altri tre

1 Al Bi Ci
2 Ay Bi Ce
3 Ai Be Ci
4 Al Be Ce
5 Ag Bi Ci
6 Ae Bi Ce
7 Ae Be Ci
8 Ae Be Ce

Quando le otto soluzioni sono possibili i dodici
rami di iperbole che definiscono i luoghi geometri-
ci di cui abbiamo discusso, si tagliano a tre a tre
esattamente in otto punti, che sono i centri dei cer-
chi che soddisfano la domanda posta da Apollonio
(figura 4.17). Per cercare il centro di una delle solu-
zioni possibili conviene considerare la relativa
combinazione. Cosi, per esempio, per trovare il cer-
chio AiBiCi bisogna cercare il punto d’intersezione
delle iperboli AiBi, AiCi e BiCi. Questa soluzione ¢
notevole perché, oltre a dare la chiave per risolvere
il problema nello spazio, contempla i casi preceden-
ti: quando uno dei due cerchi degenera in un punto,
il luogo geometrico dei punti equidistanti da en-
trambi é ancora un’iperbole. Se invece un cerchio
degenera in una retta, il luogo geometrico € una pa-
rabola. Infine, se un cerchio e interno all’altro, il
luogo geometrico che cerchiamo ¢ un’ellisse. Dimo-
strare queste affermazioni, seguendo ragionamenti
analoghi a quello che abbiamo gia mostrato, € sem-
plice per cui mostriamo solo gli esiti nelle figure (fi-
gura 4.18). e (figura 4.19).

Fig. 4.17

Costruzione grafica:

thinkdesion

» [nserisci / Disegno / Linea / 2 punti, disegniamo
una linea per i due punti A e B, centri rispettivi
dei due cerchi dati.
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Fig. 4.17 Costruzione dei cerchi
tangentl a tre cerchi dati (10° pro-
blema di Apollonio). Quando le ot-
to soluzioni sono possibili | dodici
rami di Iperbole che definiscono |
luoghi geometrici dei centri dei cer-
chitangenti a due a due, si tagliano
a tre a tre esattamente in otto pun-
tl, che sono | centri del cerchi che
soddisfano i problema



Fig. 4.18 |l luogo dei punti equidi-
stanti da- una circonferenza e da
una retta, distinte, sono due para-
bole

Fig. 4.19 |lluogo dej punti equidi-
stant| da due circonferenze, unain-
terna all‘altra, & un'ellisse

Fig. 4.18

e Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, disegniamo un
segmento RV parallelo al segmento suddetto,
parialla differenza dei due raggi dei cerchi A e B.

* Modifica / Sposta, spostiamo il segmento RV dal
suo punto medio al punto medio del segmento
AB; questo & I'asse trasverso dell'iperbole luogo
geometrico dei centri dei cerchi che toccano al-
I'interno i cerchi A e B; notiamo che il punto V
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Fig. 4.19

deve essere il punto medio del segmento della
minima distanza fra i due cerchi A e B.

Inserisci / Disegno / Cerchi e Archi / Centro, si co-
struisce il cerchio con centro nel punto O, punto
medio del segmento AB, e raggio pari alla meta
del segmento AB.

Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, si disegna la
retta perpendicolare al segmento AB nel punto
V; utilizzando prima lo snap perpendicolare,
avendo cura di selezionare la retta AB, e poi lo
snap punto estremo selezionando il punto V.
Modifica / Aggiusta curve secondo limiti, si taglia la
retta suddetta nei punti E ed F intersezione della
stessa con la circonferenza di centro O; questo
segmento EF ¢ I'asse coniugato dell’iperbole.
Modifica / Sposta, spostiamo il segmento EF dal
suo punto estremo E al punto O; il significato di



questa operazione risiede solamente in una mag-
giore comodita per eseguire il comando successi-
vor costruire il ramo d’iperbole luogo geometri-
co dei cerchi che toccano all’interno il cerchio A e
il cerchio B.

® [nserisci / Curve / Coniche / Iperbole, costruisce il
primo ramo dell’iperbole.

* Modifica / Rifletti, costruisce il secondo ramo del-
Viperbole.

Ripetiamo la costruzione suddetta prendendo
come asse trasverso la lunghezza pari alla somma
deiraggi dei centri A e B. L'intera costruzione va fat-
ta per un‘altra coppia di cerchi, per esempio la cop-
pia B e C. Abbiamo costruito quattro iperboli che so-
no sufficienti per determinare tutte le soluzioni del
problema. Infatti, le intersezioni fra i corrispondenti
rami d'iperbole danno gli otto centri cercati.

Rhinoceros

¢ Curve / Line / SingleLine, disegniamo una linea
peridue punti A e B, centri rispettivi dei due cer-
chi dati.

¢ Curve /Line / SingleLine, disegniamo un segmen-
to RV parallelo al segmento suddetto, pari alla
differenza dei due raggi dei cerchi A e B; per far-
lo, basta copiare il cerchio A dal suo centro al
centro di B e tracciare il segmento di differenza
tra i due raggi.

* Transform / Move, spostiamo il segmento appena
creato dal suo punto medio al punto medio di
AB; questo e il primo asse trasverso dell’iperbo-
le luogo geometrico dei centri dei cerchi che toc-
cano allinterno i cerchi A e B; notiamo che il
punto V deve essere il punto medio del segmen-
to della minima distanza fra i due cerchi A e B.

* Edit / Split, dividiamo il primo asse trasverso ri-
spetto la sua meta definita da O.

* Curve / Circle / Center, Radius, si disegna un cer-
chio con centro in O e diametro AB.

¢ Curve / Line / PerpendicularFromCurve, con 'op-
zione FromFirstPoint attivata, si costruisce a par-
tire da V, il segmento che incontra in E il cerchio
di raggio O; esso rappresenta la meta del secon-
do asse trasverso.

e Analyze / Lenght, si misurano le lunghezze dei se-
miassi trasversi.

* Hyperbola / Center, Coefficient, con l'opzione Bo-
thBranches attivata, si costruisce l'iperbole dando
come centro il punto O, come direzione quella
del segmento OA (basta cliccare sul punto A), e
infine dando come valori dei coefficienti A e B ri-
spettivamente le lunghezze del primo e del se-
condo semiasse trasverso.

Costruzione immediata:

Hnkdes: Vi

* Inserisci / Disegno / Cerchi e Archi /3 punti, consen-
te di disegnare un cerchio per tre punti dati; uti-
lizzando lo snap tangente possiamo disegnare
un cerchio tangente ad altri tre.

* Strumenti / Snap / tangente, con lo snap attivo si
seleziona un punto del cerchio che viene toccato
facendo attenzione a individuare la parte esterna
o interna di esso rispetto alla soluzione cercata,

Rhinoceros

¢ Curve / Circle / TangenitToCurves, si indicano i cer-
chi nei punti in cui si presume verra a trovarsi la
soluzione; il comando garantisce la caratteristica
di tangenza del cerchio.

4.12 Costruzione del cerchio inscritto
in un triangolo

Questo e il quarto caso del problema di Apollonio
ed & contemplato negli Elementi di Euclide (Libro
1V, Proposizione 4). Il problema ¢ il medesimo per-
ché il cerchio inscritto in un triangolo non & altro
che un cerchio tangente a tre rette date (vedi para-
grafo 4.5 della seconda parte). Infatti, un triangolo &
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Fig. 4.20 Costruzione del cerchio
inscritto in un triangolo, Il centro P
del cerchio inscritto & dato dalle in-
tersezioni delle bisettrici degli an-
goli formati dai lati del triangolo
QOuesto punto € notevole e si chia-
ma Incentro. |l raggio del cerchio &
la minima distanza dell'incentro da
uno dei lati del tnangolo arcoscritto

dato quando si hanno tre rette non concorrenti in
un punto e a due a due non parallele (figura 4.20). 11
centro P del cerchio inscritto & dato dalle intersezio-
ni delle bisettrici degli angoli formati dai lati del
triangolo. Questo punto ¢ notevole in un triangolo
e si chiama incentro. Il raggio del cerchio ¢ la distan-
za dell'incentro da uno dei suoi lati.

Costruzione grafica:

thinkdesiyn

e Inserisci / Disegno / Linea / Bisettrice, consente di
disegnare la bisettrice dell’angolo formato da
due lati del triangolo, ad esempio a e b; bastano
due bisettrici per determinare I'incentro.

s Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, costruisce dal
punto d’intersezione un segmento perpendico-
lare a uno qualsiasi degli spigoli del triangolo; in
questo modo abbiamo individuato il centro Peil
raggio del cerchio inscritto.

* Inserisci / Disegno [ Cerchi e Archi / Centro, disegna
il cerchio tangente soluzione del problema.

Fig. 4.20
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Rhinoceros

* Curuve / Line / Bisector, consente di disegnare una
linea bisettrice di due spigoli a e b; ripetiamo la
costruzione per b e ¢; bastano due bisettrici per
determinare l'incentro.

Curve / Line / SingleLine, costruiamo dal punto
d'intersezione un segmento perpendicolare a
uno qualsiasi degli spigoli del triangolo; in que-
sto modo abbiamo individuato il centro e il rag-
gio del cerchio inscritto.

Curve / Circle / Center, Radius disegniamo il cer-
chio tangente soluzione del problema.

Costruzione immediata:

Nirtkdesis

Inserisci / Disegno / Cerchi e Archi /3 punti, consen-
te di disegnare un cerchio per i tre enti dati.
Strumenti / Snap / tangente, con lo snap attivo si
selezionano le tre rette; a seconda del punto sele-
zionato sulla retta il modellatore automatica-
mente generera il cerchio tangente relativo.
Rltinoceros

o Curve /Circle / Tangent ToCurves consente di dise-

gnare un cerchio tangente ai tre enti dati.

4.13 Costruzione del cerchio circoscritto
a un triangolo

Questo & il primo caso sviluppato nel problema di
Apollonio ed & contemplato negli Elementi di Eucli-
de (Libro IV, Proposizione 5). Il centro del cerchio P
e l'intersezione degli assi dei lati del triangolo (figu-
ra 4.21). Questo punto & notevole in un triangolo e si
chiama circocentro. Il raggio del cerchio & la distanza
del circocentro da uno qualsiasi dei tre vertici.
Costruzione grafica:

thinikdesien
* [Inserisci / Disegno / Linea / 2 punti, consente di co-
struire le due ortogonali ai segmenti AB e BC uti-



Fig.4.21

lizzando prima lo snap ortogonale e successiva-
mente lo snap punto medio; é sufficiente dise-
gnare solo due dei tre assi del triangolo per indi-
viduare il circocentro.

e Strumenti / Snap / perpendicolare, con lo snap atti-
vo si seleziona il segmento AB.

s Strumenti/ Snap / punto medio, con lo snap attivo
si seleziona il punto medio del segmento AB; in
questo modo abbiamo disegnato una retta orto-
gonale al segmento AB nel suo punto medio; ri-
petiamo l'operazione per il segmento BC.

e Inserisci / Disegno / Cerchi e Archi / Centro, con-
sente di disegnare il cerchio con centro P nel
punto intersezione trovato e raggio pari alla di-
stanza PA.

Rhinoceros

* Curve / Line / PerpendicularFromCurve con |"op-
zione FromFirstPoint attivata, permette di co-

struire una retta a ortogonale a un’altra a partire
da un punto di quest’'ultima. Utilizzando lo
Snap MidPoint, tracciamo gli assi dei lati del
triangolo,

* Curve/Circle /Center, Radius consente di disegna-
re il cerchio con centro P nel punto intersezione
trovato e raggio pari alla distanza PA.

Costruzione immediata:

Nella modellazione matematica esiste la possibi-
lita di costruire una circonferenza per tre punti,

o unkdeaign Inserisci / Disegno / Cerchi e Archi / 3
purti, consente di disegnare un cerchio per i tre
punti dati.

* Rhinoceros Curve / Circle / 3Points, consente di di-
segnare il cerchio passante per tre punti.

4.14 Costruzione del cerchio tangente
a due cerchi con diversa giacitura
(configurazione di Kasner)

Nel giugno del 1903 viene pubblicato sulla rivista
«The American Mathematical Monthly» un articolo
di Edward Kasner (1878-1955) dal titolo The Apollo-
nian Problem in Space.

Purtroppo Kasner attualmente viene ricordato
pii1 che per le sue ricerche condotte nella disciplina,
per aver coniato il termine googol (su suggerimento
del nipote di nove anni!) con cui nominare un nu-
mero molto grande: 1 seguito da 100 zeri. [l famoso
maotore di ricerca in Internet, deve il suo nome pro-
prio a questo termine.

L'articolo tratta di un’estensione particolare del
problema di Apollonio nello spazio ovvero quello
della costruzione di una circonferenza tangente a
due assegnate e liberamente disposte nello spazio.
Ricordiamo che due curve sono tangenti quando le
tangenti nel punto di contatto coincidono e che due
curve, anche non complanari, si dicono ortogonali,
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Fig. 4.21 Costruzione del cerchio
circoscritto a un triangolo. |l centro
del cerchio P e I'intersezione degli
assi dei latl del tnangolo. Questo
punto si chiama circocentro. |l rag-
gio del cerchio & |a distanza del cir-
cocentro da uno gualsias| dei tre
vertici



e TransformRotate3-D, con I'opzione copia attivata,
ruota il cerchio C” attorno la retta r.

Adesso abbiamo due circonferenze C e C” sul
piano o, dobbiamo costruire I'asse radicale di C e
C”; per fare cid, nel nostro esempio, basta tracciare
la linea che unisce i due punti d'intersezione delle
due circonferenze C e C” (nel quinto paragrafo del
problema di Apollonio ¢’ una spiegazione comple-
ta dei cerchi radicali e delle loro proprieta).

o [nserisci / Disegno / Linea / 2 punti, disegniamo
l'asse radicale s unendo i punti intersezione dei
cerchi C e C” (vedi paragrafo 4.6 della seconda
parte).

s Modifica / Aggiusta Curve, prolunghiamo l'asse ra-
dicale s e la retta r fino a farle incontrare nel loro
punto d’incidenza; chiamiamo questo punto O.

o [nserisci / Disegno / Linea / 2 punti, disegniamo le
guattro tangenti al cerchio C e C” dal punto O;
chiamiamo i punti di tangenza sui cerchi con la
lettera T; possiamo verificare che queste tangen-
ti hanno tutte la medesima lunghezza e appar-
tengono tutte alla sfera di centro O e raggio la
lunghezza delle tangenti; questa sfera ¢ la sfera
ortogonale ai due cerchi Ce C".

e [nserisci / Primitive / Sfera, per chi vuole visualiz-
zare la sfera pud costruirla ma non & necessario
ai fini del risultato. Adesso il problema & deter-
minato: scegliamo due tangenti a piacere e spo-
stiamo il sistema di riferimento sul piano che es-
se individuano.

e Modifica / Piano di Lavoro / 3 punti, scegliamo tre
punti appartenenti alle due tangenti; per esem-
pio le estremita di una e un’estremita dell’altra.

 lnserisci / Disegno / Linea / 2 punti, disegniamo le
due linee perpendicolari a due delle tangenti; le
perpendicolari devono appartenere al piano che
individuano le due tangenti scelte.
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* Modifica / Aggiusta Curve: prolunghiamo le due
linee fino a farle incontrare in un punto che & poi
il centro di uno dei quattro cerchi soluzioni; ¢
possibile verificare, se la costruzione e corretta,
che le due linee sono uguali perché sono raggi
della circonferenza.

Per trovare le altre tre soluzioni bisogna ripetere
gli ultimi tre passaggi della costruzione suddetta.

Rhinoceros

e Curve /Line / SingleLine, costruisce |'asse radicale
s, unendo i punti intersezione dei cerchi Ce C”.

e Curve/ExtendCurve / ExtendCurve, estende I'asse
radicale fino a incontrare in O la retta r.

* Curve / Line / SingleLine, disegniamo le quattro
tangenti al cerchio C e C’ dal punto O; chiamia-
mo i punti di tangenza sui cerchi con la lettera T;
possiamo verificare che queste tangenti hanno
tutte la medesima lunghezza e appartengono
tutte alla sfera di centro O e raggio la lunghezza
delle tangenti; questa sfera ¢ la sfera ortogonale
ai due cerchi Ce C".

¢ Solid / Sphere, per chi vuole visualizzare la sfera
puo costruirla ma non e necessario ai fini del ri-
sultato.

e Curve /Circle / Tangent to Curves, per disegnare le
circonferenze cercate; il problema & determinato
giacché sono note le due curve tangenti (due rag-
gi della sfera) e il passaggio per uno dei punti in-
tersezione T.

4.15 Costruzione della retta p polare
del punto P rispetto al cerchio

Sia dato un cerchio e conduciamo due secanti qual-
siasi PCV e PUA da un punto P esterno ad esso (fi-
gura 4.23). Tracciamo le due secanti passanti per i
punti CU e AV fino a farle incontrare nel punto M.
Tracciamo le diagonali AC e UV e individuiamo il



punto L. Tracciamo la retta p passante per i punti
ML. Conduciamo le tangenti al cerchio nei punti C
e Ve nei punti Ue A, le rispettive s'incontreranno
nei punti B e H appartenenti alla retta p.

Osservando la costruzione ¢ possibile trovare la
retta p con un procedimento diverso: dal punto P
conduciamo una secante il cerchio nei punti Ce V.
Tracciamo le tangentiin Ce in 'V fino a farle interse-
care nel punto B. Troviamo il coniugato armonico T
di P rispetto a C, V. Allora la retta p é determinata
dai punti B e T. La stessa retta puo essere determi-
nata indipendentemente con un‘altra qualsiasi se-
cante come la retta PUA, di fatto le forme PTCV e
PKUA sono armoniche.

La retta p si chiama polare di P rispetto al cerchio
e puo essere determinata semplicemente unendo i
due punti F, G di contatto delle tangenti esterne
condotte dal punto P*.

La retta polare puo essere definita come:

¢ laretta formata dai coniugati armonici di P rispet-
to ai punti in cui la secante per P taglia il cerchio;

¢ laretta formata dai punti diagonali dei quadran-
goli inscritti al cerchio in cui due vertici opposti
sono allineati con P;

* la retta formata dai punti intersezione delle tan-
genti condotte alla circonferenza nei punti stac-
cati su di essa dalle secanti che escono da P.

La polare di un punto che appartiene alla circon-
ferenza ¢ la tangente nel punto stesso. Inoltre la ret-
ta p polare & perpendicolare al diametro del cerchio
passante per il punto P.

Quando il punto P & esterno al cerchio, il modo
piit facile per determinare la retta polare & trovare i
due punti di contatto delle tangenti condotte da P:

thinkdesign
o [nserisci / Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce la ret-
ta tangente dal punto P al punto di contatto con

il cerchio; si ripete la costruzione per la seconda
tangente.

e [Inserisci / Disegno / Linea / 2 Piniti, costruisce la
retta polare p di P rispetto al cerchio unendo i
due punti di contatto,

Fig. 4.23 Costruzione della retta
p polare del punto P rispetto al cer-
chio. Se il punto P & esterno al cer-
chio basta tracciare le tangenti dal
purito P al cerchio. La retta polare p
passa per | due punti di contatto F
eG

*F Aschieri, Geometria Prowetiiva,
Hoepli, Milano 1886, cap. 14,
par. 1, p. 114,

Fig. 4.23 :
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Fig. 4.24 Costruzione del punto P
detto polo della retta p rispetto al
cerchio. Dalla retta p si prendono
due punti gqualsiasi purché esterni
al cerchio, H e K. 51 costruiscono le
rispettive polari AB e CD. L'interse-
zione delle due polari da |l punto P
polo della retta p

4.16 Costruzione del punto P detto polo
della retta p rispetto al cerchio

Siano dati una retta p e una circonferenza. Prendia-
mo due punti H e K sulla retta p e costruiamo le due
coppie di tangenti al cerchio (figura 4.24). Le due
diagonali OM e LN del quadrilatero formato dalle
coppie di tangenti e le due rette che uniscono i pun-
ti di contatto AB e CD s’incontrano in uno stesso

punto P. [l punto P potrebbe essere individuato an-
che solo per mezzo del punto H, costruendo il fa-
scio armonico di rette che passano per i punti
KPMO.

Il punto P & detto il polo della retta p rispetto al
cerchio e puo essere definito come:

Fig. 4.24
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+ il punto dove si tagliano le coniugate armoniche
della retta p rispetto alle coppie di tangenti al
cerchio condotte dai punti appartenenti a p;

¢ il punto intersezione delle diagonali dei qua-
drangoli circoscritti al cerchio e aventi i lati inci-
denti in punti appartenenti a p;

e il punto dove s’incontrano le rette che uniscono i
punti di contatto delle tangenti condotte dalla
retta p.

Il polo di una retta tangente il cerchio & il punto
di contatto stesso.

In virta di quanto € stato detto, dato un cerchio,
a ogni punto del piano corrisponde una retta polare
e viceversa a ogni retta corrisponde un polo. Esiste
una corrispondenza univoca fra i puntie le rette del
piano che si dicono polari reciproche rispetto al cer-
chio. Resta valido il principio di dualita nel piano,
per cui a una retta punteggiata armonica corrispon-
de un fascio armonico di rette che passa per il pun-
to polare della retta punteggiata. Le due forme sono
proiettive. Se un punto percorre una retta p, la retta
polare corrispondente ruota attorno al polo P della
retta percorsa, cioe descrive un fascio di raggi che
ha per centro il polo della retta (figura 4.25).

Costruzione del polo di una retta rispetto a un
cerchio:

thinkdesign

 Inserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce la
retta tangente dal punto H al punto di contatto
con il cerchio D; si ripete la costruzione per la se-
conda tangente HC.

o Inserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce la
retta polare DC di H rispetto al cerchio unendo i
due punti di contatto. Si ripete la costruzione per
un altro punto K della retta data.

o Inserisci / Punto / Su intersezione di curve / superfi-
ci, costruisce il punto polo P intersezione delle
diagonali DC e AB.



4.17 Costruzione del triangolo polare
rispetto a un cerchio

Dati due punti e un cerchio, se 'uno giace sulla ret-
ta polare dell’altro e viceversa oppure, se date due
rette e un cerchio I'una passa per il polo dell'altra, i
punti e le rette in questa particolare posizione si di-
cono armonici o coniugati rispetto al cerchio.

Un triangolo coniugato o polare rispetto al cerchio &
formato dai poli dei lati opposti, che sono i vertici
del triangolo. Dato un cerchio, costruire un triango-
lo polare & semplice (figura 4.26); si prende un pun-
to A qualsiasi del piano e si costruisce la polare a
(vedi paragrafo 4.5 della seconda parte). Da un pun-
to B della polare a cosi disegnata si trova la retta po-
lare b corrispondente. Le due rette polari s'interse-
cano nel polo C dello spigolo ¢ passante per i due
punti A e B. Il triangolo ABC & un triangolo polare.
[n un quadrangolo completo inscritto nel cerchio e
in un quadrilatero completo circoscritto al cerchio, il
triangolo diagonale ¢ un triangolo polare, se i lati
del quadrilatero sono le tangenti nei vertici del qua-
drangolo, e i lori triangoli diagonali coincidono in
unico triangolo polare.

Sia dato un cerchio si costruisca il quadrangolo
inscritto ABCD (figura 4.27). [ punti EFG dove si
segano le diagonali e i lati opposti si dicono punti
diagonali. 1l triangolo formato dai tre punti diagona-
li & chiamato triangolo diagonale. La polare del punto
F rispetto al cerchio & la retta GE, cosi come FE ¢ la
polare di G e FG ¢ la polare di E. Quindi il triango-
lo EFG @ un triangolo polare, E facile verificare che
EFG el triangolo diagonale e polare anche del qua-
drilatero circoscritto abed.

thinkdesign

e [nserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce il
quadrangolo ABCD inscritto nel cerchio, lo snap
punto su curva individua un punto scelto sulla
curva selezionata.

Fig. 4.26
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Fig. 4.25 Se un punto percorre
una retta p, la retta polare corri-
spondente ruota attorno al polo P
della retta percorsa, cioé descrive
un tascio di raggi che ha per centro
(I polo della retta. Dungue una
punteggiata armonica ABCD ha
come corrnspettivo un fascio armo-
nico abed

Fig. 4.26 Costruzione del tnango-
lo polare rispetto a un cerchio, Da
un punto A tracciamo la rispettiva
polare a al cerchio: Da un punto B
sulla retta a tracciamo a rispettiva
polare b. Il triangolo ABC & un
trniangolo polare



Fig. 4.27 In un quadrangolo com-
pleto inscritto in un cerchio e in un
quadrilatero completo circoscritio
In uno stesso cerchio, [l triangolo
diagonale & un triangolo polare, se
I lati del quadrilatero sono le tan-
genti nei vertici del quadrangolo, e
i lori triangoll diagonali coincidona
in untco triangolo polare

Y Cfr. Aschieri, Geometria, cit.,
cap. 14, par. 6, p. 119.

Fig. 4.27

* Modifica / Aggiusta curve, estende gli estremi del-
le rette dei lati opposti del quadrangolo fino ai
punti d'intersezione F ¢ G.

e [nserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce il
triangolo diagonale passante per i punti diago-
naliE, FeG.
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¢ Strumento / Disegno / Info/Analisi / Locale, costrui-
sce le tangenti abed nei punti ABCD del cerchio
selezionato.

* Modifica / Aggiusta curve, estende gli estremi del-
le rette dei lati opposti del quadrilatero fino ai
punti d'intersezione.,

o [nserisci/ Disegno /Linea /2 Punti, costruisce le tre
diagonali del quadrilatero completo abed unen-
do i vertici opposti;

* Inserisci / Punto / Su intersezione di curve/superfici,
costruisce i tre punti che individuano le diagona-
li; e possibile verificare che i punti trovati coinci-
dono con i punti EFG.

e [nserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce i lati
del triangolo polare EFG.

4.18 Costruzione del parallelogrammo
inscritto nel cerchio, del
parallelogrammo circoscritto al
cerchio e di due suoi diametri
coniugati

Due rette che passano 'una per il polo dell’altra si
dicono rette coniugate’. Due diametri che passano
I'uno per il polo dell’altro si dicono anch’essi coniu-
gati. Un diametro, infatti, non ¢ altro che la retta po-
lare di una direzione del piano (o «punto all’infini-
to») come il centro il polo di una giacitura (o «retta
allinfinito»). Quando due diametri sono coniugati
vuol dire che ognuno passa nel polo dell’altro. Que-
sta condizione nel cerchio determina che i diametri
coniugati siano sempre perpendicolari fra loro. Un
diametro coniugato taglia a meta tutte le corde pa-
rallele all’altro diametro e viceversa. Le tangenti agli
estremi di un diametro coniugato sono parallele al
diametro stesso. Percio: in un parallelogrammo
pqrs circoscritto al cerchio, le diagonali sono sempre
due diametri coniugati che si tagliano nel centro del
cerchio C (figura 4.28); un parallelogrammo PQRS
inscritto nel cerchio ¢ sempre un rettangolo in cui le



Fig. 4.28

diagonali si tagliano sempre nel centro C e i lati so-
no paralleli a due diametri coniugati.

Costruzione del parallelogrammo circoscritto al
cerchio:

thinkdesien

e Inserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, da un punto
esterno qualsiasi alla circonferenza conduciamo
due tangenti p e q al cerchio.

e [nserisci / Disegio / Linea / Parallele, costruiamo il
diametro coniugato che passa per il centro C e
per il punto intersezione degli spigoli pg; sap-
piamo che le diagonali del parallelogrammo so-
no due diametri coniugati e quindi sono perpen-

dicolari fra loro. Allora basta costruire I'altro dia-
metro coniugato per C perpendicolare al primo,
e i punti intersezione con i lati p e q daranno i
vertici del parallelogrammo circoscritto. Dise-
gniamo, infine, i lati r e s, passanti per i vertici
trovati, paralleli ai lati p e q.

Costruzione del parallelogrammo inscritto:

thinkdesign

e [Inserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, da un punto
del cerchio P tracciamo una corda qualsiasi PQ.

o [nserisct / Disegno / Linea /2 Punti, dal punto Q di-
segniamo un diametro coniugato QS. Sappiamo
che questo dovra passare per il centro C.

o [nserisci / Disegno / Linea / Parallele, dal punto S
conduciamo la parallela SR a PQ.

e [Inserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruiamo gli
spigoli rimanenti; e possibile verificare che il pa-
rallelogrammo inscritto & un rettangolo.

4.19 Costruzione dell‘ellisse dati una
coppia di diametri coniugati

I programmi per la rappresentazione matematica
consentono di costruire una conica a partire da una
coppia di diametri coniugati. Tuttavia, bisogna di-
segnare la curva in quattro parti, considerando, di
volta in volta, tre estremi dei diametri e due tangen-
ti a detti estremi. Esiste, pero, una soluzione pit
semplice, suggerita da Riccardo Migliari, che fa uso
delle proprieta proiettive del cerchio (figura 4.29).
Dati, infatti, una coppia di diametri coniugati, si co-
struisce la prospettivita che lega questi diametri
agli assi perpendicolari di un cerchio nello spazio e
si genera poi l'ellisse per proiezione: il modellatore
thinkdesign riconosce questa curva come ellisse. I
procedimento puo essere esteso alla parabola e al-
I'iperbole, evitando di proiettare i punti del cerchio
che corrispondono ai punti all‘infinito delle due co-
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Fig. 4.28 Costruzione del paralle-
logrammo inscritto nel cerchio, del
parallelogrammo circoscritto al cer-
chio e di due suol diametr| coniu-
gati. Le diagonali sono diametri co-
niugati. Un parallelogrammo in-
scritto @ sempre un rettangolo



Fig. 4.29 Costruzione dell'ellisse
dati una coppia di diametn coniu-
gati. Si costruisce la prospettivita
che lega guesti diametn agli assi
perpendicolan di un cerchio (an-
ch'essi diametri coniugati del cer-
chio) e s1 genera poi |'ellisse per
projezione

niche, poiché questa operazione genererebbe un er-
rore di calcolo.

thinkdesign

* Modifica/ Spostafcopia, copia il diametro b dal
punto medio M al punto estremo E dellaltro dia-
metro a. Indichiamo questa copia di b con la let-
tera c.

Si costruisce poi un cerchio, di diametro eguale a
b, su un piano qualsiasi che, per comodita, puo es-
sere assunto verticale e passante per il diametro c.

* Modifica / Piano di lavoro / Sposta, sposta il piano
di lavoro nel punto E.

s Modifica / Piano di lavoro / Allinea asse x, allinea
l"asse x con il diametro ¢

* Modifica / Piano di lavoro / Seleziona, consente di
ruotare il piano in posizione verticale.
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o [nserisci / Disegno / Linea / 2 punti, consente di di-
segnare l'asse coniugato a’ di lunghezza pari al
diametro b dato dell’ellisse.

* Modifica / Sposta / copia, copia il diametro ¢ dal
punto E al punto medio O di a’. Indichiamo la
copia del diametro con la lettera b’,

o Inserisci / Disegno / Cerchi e archi / Centro, consente
di disegnare il cerchio di centro O e diametri a" e
b’, che per costruzioni hanno lunghezza paria b.

Ora é sufficiente proiettare il cerchio di centro O
secondo la direzione data dalla retta OM, che uni-
sce i centri delle due curve corrispondenti nella
prospettivita.

e [Inserisci / Curva / Proietta, consente di costruire la
curva proiezione del cerchio sul piano indivi-
duato dai diametri dati a e b, secondo la direzio-
ne OM. E possibile verificare che il modellatore
riconosce tale curva come un’ellisse: quella indi-
viduata dai due diametri coniugati dati.

4.20 Costruzione di un esagono
semplice inscritto e circoscritto
a un cerchio e rispettivamente
della retta r di Pascal e del punto
P di Brianchon

Siano A B C D E F sei punti presi a piacere su una
circonferenza (figura 4.30). Unendo in successione i
sei punti si ottiene un esagono semplice inscritto nel-
la circonferenza. Il Teorema di Pascal atfferma che, da-
to un esagono inscritto in un cerchio, i puntiL, M e
N, nei quali si incontrano le tre coppie dei lati oppo-
sti, sonoallineati lungo una stessa retta r. Per questa
ragione ogni esagono semplice inscritto nel cerchio
viene detto esagono di Pascal.

Siano A B C D E Fisei vertici di un esagono sem-
plice circoscritto a un cerchio dato. Il Teorema di
Brianchon, correlativo del teorema di Pascal, affer-



ma che, dato un esagono circoscritto al cerchio, le li-
nee congiungenti le coppie di vertici opposti sin-
contrano in un medesimo punto P. Per questa ra-
gione, ogni esagono semplice circoscritto al cerchio
& un esagono di Brianchon.

Le proprieta dell’esagono, descritte dai teoremi
di Pascal e Brianchon, sono grafiche, percio sono in-
varianti proiettive: cid significa che le suddette pro-
prieta sussistono anche per I"esagono che ¢ inscritto
o circoscritto a una proiezione del cerchio, cioé a
una conica.

thinkdesign

o Inserisci / Punto / Su curve, consente di assegnare
i sei punti lungo la circonferenza.

o Inuserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce la
retta unione dei punti selezionati; in questo mo-
do costruiamo l'esagono per i sei punti.

* Modifica / Aggiusta curve, consente di estendere le
linee selezionate fino al loro punto d'incontro;
s'individuano i tre punti L, M e N che sono alli-
neati sulla retta r di Pascal dell’esagono inscritto.

Per costruire l'esagono circoscritto & possibile
utilizzare il comando Linea /2 Punti: selezionare per
primo un punto esterno al cerchio e come secondo
punto selezionare, attraverso lo strumento Snap /
Tangente, un punto sul cerchio. Costruite le sei rette
tangenti al cerchio basta, attraverso il comando Mo-
difica / Aggiusta curve individuare i sei vertici del-
I'esagono.

e [nserisci / Disegno / Linea /2 Punti, costruisce le tre
rette unione dei vertici opposti dell’esagono.

e [nserisci / Punto / Su curve, consente d'individua-
re il punto P intersezione delle tre rette indivi-
duate dell’esagono circoscritto.

Fig. 4.30
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Fig. 4.30 Costruzione di un
esagono semplice inscritto e
arcoscritto a un cerchio e n-
spettivamente della retta r di
Pascal e del punto P di Brian-
chon



Fig. 4.31 Costruziorie di un pen-
tagono sermplice inscritto in un cer-
chio; di un pentagono semplice cir-
coscritte a un cerchio e loro pro-

prietd proiettive

4.21 Costruzione di un pentagono
semplice inscritto in un cerchio, di
un pentagono semplice circoscritto
a un cerchio e loro proprieta
proiettive

Consideriamo un esagono di Pascal e immaginia-
mo che un vertice, ad esempio il punto B, scorra
sulla circonferenza fino a coincidere con un vertice

Fig. 4.31
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contiguo, ad esempio A (figura 4.31): con questo
movimento I'esagono si trasforma in un pentagono
sentplice e il lato AB dell’esagono nella tangente al
cerchio nel vertice A del pentagono. Il Teorema di Pa-
scal afferma che, in un pentagono inscritto in un cer-
chio, la tangente in un vertice e il lato opposto, e le
altre due coppie di lati non consecutivi s"incontrano
in tre punti allineati L, M e N sulla stessa retta r.

Per analogia con il Teorema di Brianchon, in un
pentagono semplice circoscritto a un cerchio la ret-
ta che unisce un vertice con il punto di contatto del
lato opposto, e le rette che uniscono le altre due cop-
pie di vertici non consecutivi s'incontrano in uno
stesso punto P,

e (hinkdesion La costruzione é simile a quella pre-
cedente.

4.22 Costruzione di un quadrangolo
semplice inscritto in un cerchio,
di un quadrangolo semplice
circoscritto a un cerchio e loro
proprieta proiettive

Se un vertice del pentagono suddetto scorre sulla
circonferenza circoscritta fino a sovrapporsi su un
vertice contiguo (figura 4.32), il pentagono si muta
in un quadrangolo e il lato nella relativa tangente
al cerchio. Si verifica allora quanto segue: in un
quadrangolo semplice inscritto in un cerchio le cop-
pie di lati opposti e le coppie di tangenti dei vertici
opposti si segano in punti allineati su una stessa
retta r.

Come teorema duale avremo che: in un quadrila-
tero semplice circoscritto al cerchio le diagonali e le
rette che uniscono i punti di contatto dei lati oppo-
sti si segano in uno stesso punto P.

¢ inkddesign La costruzione € simile a quella pre-
cedente.



4.23 Costruzione del triangolo semplice
inscritto in un cerchio, di un
triangolo semplice circoscritto a un
cerchio e loro proprieta proiettive

Se supponiamo che tre vertici consecutivi di un esa-
gono semplice inscritto in un cerchio vengano a
coincidere, allora avremo un triangolo semplice (fi-
gura 4.33). Il triangolo pud essere considerato un al-
tro caso limiti dell’esagono di Pascal e di Brianchon.
Per cui, in un triangolo A, B, C inscritto in un cer-
chio, le tangenti ai vertici e i lati opposti si tagliano
in tre punti P, Q, R di una stessa retta r. Viceversa in
un trilatero a, b, ¢ circoscritto a un cerchio le rette
che uniscono i vertici coi punti di contatto A, B, C
dei lati opposti individuano uno stesso punto O.

e (hunkidesign La costruzione é simile a quella pre-
cedente.

4.24 Costruzione della conica per cinque
punti dati

Le coniche, come I'ellisse, la parabola o l'iperbole, si
possono generare proiettando un cerchio. Percio le
coniche, come il cerchio, sono determinate dalla in-
tersezione di due fasci proiettivi nel piano'’: su un
cerchio assegniamo due punti qualsiasi S e §’ e da
questi proiettiamo tre ulteriori punti A, B, C (figura
4.34). Per una nota proprieta del cerchio le rette pro-
iettanti corrispondenti, come ae a’ o b e b’, forma-
no lo stesso angolo di ampiezza @, perché capaci
dello stesso arco di circonferenza. [ due fasci di ret-
te che proiettano i punti della circonferenza sono in
corrispondenza omografica. Quindi proiettando da
due punti fissi del cerchio un punto variabile su di
esso si ottengono due fasci proiettivi. Se si conside-
ra il raggio comune proiettivo s che passa per i due
centri, questo ha come corrispettivo nell‘altro fascio
la tangente s’ al cerchio nel punto S* proiettato (vi-

Fig. 4.32

ceversa se si considera il punto S come punto pro-
iettato si deve prendere la tangente in questo pun-
to). La corrispondenza proiettiva tra forme di pri-
ma specie & determinata da tre coppie di elementi
corrispondenti (si veda, ad esempio, nel capitolo 1
della prima parte, la costruzione della proiettivita
tra punteggiate), di conseguenza, cinque punti nel
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Fig. 4.32 Costruzione di un qua-
drangolo semplice inscritto in un
cerchio, di un quadrangolo sempli-
ce creoscritto a un cerchio e loro
proprieta proiettive

WM. Doced, R. Migliari, Scienza
della Rappresentazione — Fonda-
tienti e applicazioni della geometria
descrittiva, La Nuova Italia
Scientifica, Roma 1992, cap. 1,
par. 1.10.2, p. 38.



Fig. 4.33 Costruzione
del triangolo semplice in-
scritto in un cerchio, diun
triangole semplice circo-
scritto a un cerchio e loro
proprieta proietiive

Fig. 4.34 Projettando
da due punti fissi S e §
del cerchio un punto va-
riabile su di esso si otten-
gono due fasc proiettivi,
Questa & una proprieta
proiettiva del cerchio che
appartiene anche alle co-
niche

"H.S. MacDonald Co-
xeter, Projective Geome-
try, Springer, Berlino,
seconda edizione 2003.
La prima edizione di
questo libro & stata pub-
blicata dalla Blaisdell
Publishing Company
nel 1964. La seconda
edizione & stata pubbli-
cata dalla University of
Toronto Press nel 1974,
Nel libro ¢’¢ un para-
grafo (11.1) che s'infito-

la Is the Circle a Conic?:
«The attentive reader Fig.4.33
must have noticed that

most of the conics appearing in
our figures look like something
that has been familiar ever since
he first saw the full moon: they
look like circles. This observation
raises the important question: is
the circle a conic? We can answer
Yes as soon as we have found a
characteristic property of a conic
that is also a property of the fa-
miliar circler.

piano, di cui tre non in linea retta, determinano un'uni-
ca conica passante per essi. Infatti, assumendo due di
questi punti come centri, con gli altri tre si possono
costruire due fasci di tre rette ognuno.

Le proprieta proiettive del cerchio possono quin-
di essere estese alle coniche!. In particolare possia-
mo verificare i teoremi di Pascal e Brianchon: ogni
esagono semplice inscritto in una conica é un esagono di
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Fig. 4.34

Pascal; e il suo duale, ogini esagono circoscritto a una co-
nica ¢ un esagono di Brianchon.

E anche per le coniche, come per il cerchio, sussi-
stono i casi limite e, in particolare, il teorema: se un
pentagono ¢ inscritto in una conica, la tangente in un
punto e il lato opposto, e le coppie di lati non consecutivi,
si segano nei punti di una stessa retta.

Queste considerazioni permettono di costruire la
conica che passa per cinque enti dati: cinque punti
(o cinque tangenti); quattro punti e la tangente in
uno di essi (0 quattro tangenti e il punto di contatto
di una di esse); tre punti e le tangenti di due di essi
(o tre tangenti e i punti di contatto di due di esse).

Questo problema é di particolare interesse nella
modellazione matematica, dove una conica puo es-
sere descritta con un’accuratezza uguale a quella di
un cerchio. Considerato che i modellatori consento-
no di determinare una conica tramite tre punti e
due tangenti, conviene riportare il problema sem-
pre a questo caso.



Dati cinque punti A, B, C, D, E si costruisce il
pentagono inscritto nella conica: e sufficiente uni-
re i cinque punti in un ordine a piacere (figura
4.35)"2 1l Teorema di Pascal, declinato nel caso del
pentagono, consente la costruzione di una retta a
tangente alla conica nel punto A considerato (vedi
paragrafo 4.15 della seconda parte). Si pud pensa-
re il pentagono ABCDE inscritto nella figura: il la-
to CD, opposto ad A, deve segare la tangente in A
in un punto N che appartiene alla retta individua-
ta dai punti L e M, che sono comuni ai lati BC, AE
e AB, DE, rispettivamente. Ripetendo questa co-
struzione ¢ facile tracciare una seconda tangente
alla conica, ad esempio la retta e tangente nel pun-
to E.

[ programmi per la rappresentazione matemati-
ca consentono appunto di costruire una conica dati
tre punti e due tangenti, che, nel caso in esame, so-
no: a, A, C, E, e. La conica generata nell’esempio il-
lustrato & una parabola.

thinkdesign

o Inserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce la
spezzata che passa per i punti selezionati, ovve-
ro il pentagono ABCDE di Pascal.

* Modifica / Aggiusta curve, consente di estendere le
linee selezionate fino al loro punto d'incontro;
sapendo che vogliamo determinare la tangente
nel punto A, s'individuano, per prima cosa, i due
punti L e M che sono allineati sulla retta r di Pa-
scal del pentagono inscritto alla conica; in parti-
colare il punto L e dato dall’intersezione dei lati
BC e AE, mentre il punto M ¢ dato dall’interse-
zione dei lati AB e DE.

e Modifica / Aggiusta curve secondo limiti, consente
di estendere il lato CD, opposto al punto A, fino
alla retta r; il punto d’intersezione & il punto N.

o [Inserisci / Disegno / Linea /2 Punti, disegna la retta
passante per i punti N e A, ovvero la tangente a
nel punto A della conica.

&

Fig. 4.35
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Fig. 4.35 Costruzio-
ne della conica per
cnque punti dati A,
B.CDE

12 Aschieri, Lezioni di
Geometrin Projettiva,
cit,, cap. V.



Fig. 4.36 Costruzione della coni-
ca per cingue tangentia, b, ¢, d, e

La costruzione della tangente e nel punto E ¢
analoga.

o Inserisci / Curve / Coniche/Conica, consente di di-
segnare la conica I' che passa peri tre punti A, C
ed Ee ammette le tangenti a ed e nei punti omo-
nimi.

4.25 Costruzione della conica per cinque
tangenti

Cinque rette in un piano determinano una conica,
Per costruire la conica & necessario riportare il pro-
blema enunciato alla curva passante per tre punti e
due tangenti. Per fare cid si utilizza il teorema di
Brianchon ridotto al pentagono. Questo teorema ser-
ve a determinare il punto di contatto di una qualsia-
si delle tangenti che inviluppano la conica cercata.

Siano date cinque rette a, b, ¢, d, e (figura 4.36) e
si voglia determinare il punto di contatto C della
retta c. Nel pentagono considerato in figura la retta
che unisce il vertice ae, opposto a C, e il punto di
contatto di ¢, e le altre due coppie di rette che uni-
scono i vertici opposti ab, dc e cb, de, si tagliano in
uno stesso punto O. Per cui la retta che unisce il ver-
tice ae con O seghera la retta ¢ nel punto di contatto
C. Ripetendo la costruzione per altri due punti A e
B, & possibile costruire la conica I' tangente alle cin-
que rette date (attraverso il comando conica per tre
punti e due tangenti). La conica soluzione nel-
I'esempio € una parabola.

thin ke 1"‘i:"..-".

* Modifica / Aggiusta curve, consente di estendere le Ji-
nee selezionate tino al loro punto d’incontro; dise-
gniamo il pentagono formato dallelineea, b, ¢, d, e.

Fig. 4.36
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e Inserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, disegna la retta
passante per i vertici opposti ab, dc e cb, de; le
due rette individuano un punto O; disegniamo
la retta che passa per il punto O e il vertice ea.

s Modifica / Aggiusta curve, consente di estendere la
retta suddetta fino al punto di contatto C con la
retta c. La costruzione dei punti di contatto A e B
e analoga al punto C.

e [luserisci / Curve / Coniche/Conica, consente di di-
segnare la conica T che passa per i tre punti A, B
e Ceammette le tangentiae d.

4.26 Costruzione della conica
per quattro punti e la tangente
in uno di essi

Dati quattro punti di una curva conica e la tangente in
uno di essi e possibile costruire la tangente in un altro
dei tre punti dati. Per fare cio applichiamo il teorema
dell’esagono di Pascal al quadrilatero inscritto.

Siano dati i punti A, B, C, D e la tangente ain A
(figura 4.37). Vogliamo costruire la tangente ¢ in C.
Disegniamo un quadrilatero in modo da avere i
punti A e C opposti. Le coppie di lati opposti AB,
CD e AD, CB s'intersecano nei punti diagonali P e
Q. I punti PQ individuano una retta in cui si taglia-
no le tangenti in A e C. Per cui la retta a taglia nel
punto R la retta PQ. La tangente ¢ in C & cosi deter-
minata, perché ¢ il segmento che unisce i punti CR.
Nella figura i punti determinano un’ellisse, quindi
& conveniente ripetere la costruzione per altri punti
in modo da poter disegnare l'intera curvain tre trat-
ti. E possibile, finalmente, costruire la conica che
passa per i quattro punti A, B, C, D e le tre tangenti
abec

thinkdesign

e [Inserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce il
quadrilatero ABCD.

o Modifica / Aggiusta curve, estende gli spigoli AD e

D B

Fig. 4.37
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Fig. 4.37 Costruzione della coni-
ca per quattro punti A, B, C, Dela
tangente a in uno di ess!



Fig. 4.38 Costruzione della conica
per quattro tangenti a, b, ¢, d e |l
punto di contatto A in una di esse

BC per determinare il punto Q. Il punto P inter-
sezione degli altri due lati gia & determinato.

s [nserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce la
retta PQ. Sappiamo che le tangentiin A e in Csi
devono tagliare in un punto della retta PQ. Per
cui prolunghiamo la tangente a fino a incontrare
nel punto R la retta PQ. La tangente cin C ¢ la
retta che unisce i punti CR.

E possibile ripetere la costruzione per trovare
un’altra tangente b nel punto B.

e [nserisci / Curve / Coniche/Conica, consente di di-
segnare la conica I che passa per i tre punti A, B,
D e le tangenti a e b. Si ripete la costruzione per i
rami che passano per i punti A, Ce B.

4.27 Costruzione della conica per
quattro tangenti e il punto di
contatto in una di esse

Date quattro rette d’inviluppo e il punto di contatto
di una di esse e possibile determinare il punto di

contatto di una delle tre rette tangenti. Utilizziamo
il teorema dell’esagono di Brianchon applicato al
quadrilatero.

Siano date quattro rette a, b, ¢, d e il punto A di
contatto della retta a (figura 4.38). Vogliamo deter-
minare il punto C di contatto della retta c. Si consi-
dera un quadrilatero formato dalle rette date in mo-
do daavere i lati a e c opposti. Sappiamo che le dia-
gonali di un quadrilatero si devono tagliare in un
punto O in cui debbono tagliarsi le rette che unisco-
no i punti di contatto dei lati opposti. Una volta di-
segnate le due diagonali e determinato il punto O,
sufficiente unire il punto A con il punto O e la retta
AOQ seghera il lato ¢ nel suo punto di contatto C. Si
puo ripetere la costruzione per trovare altri due
puntidi contatto B e D, in modo da poter disegnare
la conica intera (che nel caso della figura e un’ellis-
se) che passa per i quattro punti A, B, C, D e le quat-
tro tangentia, b, ¢, d.

thinkdesien
o [nserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce le
due diagonali del quadrilatero abed, che indivi-

Fig. 4.38
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duano il punto O. Dal punto A stacchiamo il seg-
mento che passa per il punto O. Questo interseca
il lato opposto ¢ nel punto di contatto C cercato.

Si ripete la costruzione per trovare gli altri due
punti B e D di contatto. Ora possiamo disegnare la
conica come curva per tre punti e due tangenti.

e [luserisci / Curve / Coniche/Conica, consente di di-
segnare la conica T che passa peri tre punti A, B
e Ce le tangenti a e c. Si ripete la costruzione per
i rami che passano peripunti A, De C.

4.28 Dati cinque punti di una conica
trovare un altro punto della conica

Siano dati cinque punti A, B, C, D, E. Vogliamo tro-
vare un sesto punto F che appartiene alla conica in-
dividuata dalla cinquina di punti dati. 1l teorema di
Pascal consente di trovare un qualsiasi altro punto
della conica T,

Questa costruzione ¢ di apprezzabile efficacia
nell’ambiente informatico in un caso particolare:
quando i cinque punti sono dati a caso e apparten-
gano si a una conica, ma non allo stesso ramo della
curva (ove questa sia digrammica); in altre parole
quando i punti appartengono ai due rami dell’iper-
bole T'. In questo caso, infatti, non sara possibile
tracciare la singola curva passante per i cinque pun-
ti dati perché non esiste. Esiste, invece, la conica
iperbole che ¢ sempre una figura omologica del cer-
chio ma & formata da due curve distinte e simmetri-
che. Nel caso appena descritto, alcuni dei cinque
punti dati potranno appartenere al primo ramo del-
I'iperbole e gli altri, viceversa, al secondo. Per veri-
ficare la condizione descritta e costruire i due rami,
occorrera costruire i punti necessari per disporre di
almeno tre punti per ogni ramo dell'iperbole. Ad
esempio, se sono dati tre punti su un ramo e due su
un altro, basta costruire un solo punto; se, invece,

sono dati quattro punti su un ramo e uno sullaltro,
saranno necessari due nuovi punti. In questo modo
per isei o sette punti complessivi sara possibile con-
durre i due rami delliperbole. Questa costruzione ¢
uno strumento di verifica semplice e veloce della
condizione descritta ed e un metodo rigoroso per
determinare, attraverso il disegno, la conica indivi-
duata da cinque punti.

Sono dati cinque punti A, B, C, D, E (figura 4.39)
Osservando la figura, e facile comprendere che per
questi punti non puo passare né un’ellisse, né una
parabola e intuire che i punti B, D ed E appartengo-
no a un ramo dell'iperbole e i punti A e C al ramo
opposto. E altresi evidente che per costruire il ramo
dell'iperbole che passa per A e per C occorre un se-
sto punto F. I cinque punti dati individuano uno dei
possibili pentagoni di Pascal che ha per lati i seg-
menti AB, BC, CD, DE, EA. Inserendo una retta r
arbitraria, che esce da uno dei cinque punti dati, e
posto che a questa retta appartenga un sesto punto
F della conica, il pentagono suddetto, si trasforma
in uno degli infiniti esagoni di Pascal inscrivibili
nella conica stessa. Posto che si vuole costruire un
punto appartenente al ramo AC dell’iperbole, con-
duciamo per il punto E una retta r, che rappresenta
un lato dell’esagono di Pascal. Partendo dal punto
E costruiamo parte dell” esagono di Pascal di lati
EA, AB, BC, CD. E importante nella scelta dell’esa-
gono che i punti E ed F siano consecutivi (il verso
non ha importanza).

Consideriamo ora il lato AE e il lato terzo conse-
cutivo, suo opposto, che e il lato CD, sia che nel con-
teggio dei lati si segua il verso orario che quello an-
tiorario. AE e CD sono dunque opposti ¢ percio si
incontrano in un punto P della retta di Pascal. Con-
sideriamo ora il lato r, uscente da E e il terzo conse-
cutivo suo opposto, che & BC: questi due lati si in-
contrano in un punto Q della retta di Pascal, che re-
sta cosi individuata: PQ. I due lati opposti dell’esa-
gono, che ancora non abbiamo considerato, sono
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OFE

Fig. 4.39

Fig. 4.39 Dat cingue punti A, B,
C, D, E di una conica trovare un al-
tro punto F della conica e costruire
la conica passante per | sel puntl,
Questa costruzione & utile quando |
cngue punti dati individuano
un‘iperbole. Allora per disegnare la
conica, ciog | due rami d'iperbole,
conviene trovare un sesto punto F
appartenente alla conica. In guesto
modo, avendo tre punti per ramo,
& possibile tracciare i due rarni del-
l'iperbole

AB e l'incognito FD. Ma sappiamo che questi due
lati debbono incontrarsi nel punto R che AB ha in
comune con la retta di Pascal. Dunque il lato DF
passa per R e, percio, il punto F resta individuato
come intersezione della retta r con la retta DR. E
possibile, anche, osservare l'esagono di Pascal com-
pletato ABCDFE.

Una volta trovato il punto F, possiamo costruire
le tangenti nei punti E e B e nei punti Ce A (vedi pa-
ragrafo 4.24 della seconda parte), e applicare la co-
struzione della conica passante per tre punti e due
tangenti al fine di ottenere i due rami dell’iperbole.

!I'l'i'f'll‘-'.g!.'.\il,‘,i'|

s [nserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce la
retta r passante per E. Costruisce i lati del poligo-
no di Pascal che passa per i punti selezionati, ov-
vero EABCD.
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* Inserisci / Punto / Su intersezione di curve/superfici,
costruisce i due punti P e Q; sono rispettivamen-
te le intersezioni dei lati opposti AE e CD, e dei
lati opposti re CB.

* [nserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce la
retta di Pascal che passa per i punti Pe Q.

o Modifica / Aggiusta curve, estende la retta AB fino
al punto R intersezione con la retta di Pascal (PQ).

e Inserisci / Disegno / Linea / 2 Punti, costruisce la
retta RD individuando il punto F intersezione
con la retta r.

Adesso si costruiscono le tangenti nei punti B ed
E per poter disegnare il ramo di iperbole passante
peritre punti B, E, D.

Inserisci / Curve / Coniche/Conica, dati per i tre
punti B, Ee D e le due tangenti in B ed E, consente
di disegnare il ramo della conica T.



Per costruire il secondo ramo di iperbole passan-
te per i tre punti A, C e F si ripetono le ultime due
operazioni anzidette. Ovvero si trovano le due tan-
gentiin A e C e si applica il comando conica per tre
punti e due tangenti (vedi paragrafo 4.24 della se-
conda parte),

4.29 Costruzione della conica dati due
fasci prospettivi

Due punti staccati su una circonferenza, che proiet-
tano altri punti della medesima circonferenza, ge-
nerano due fasci congruenti e percio prospettivi.
Dato che l'incidenza ¢ una invariante proiettiva, se
si proietta un cerchio, ottenendo una conica, i due
fasci si intersecano nei punti della conica che puo
essere percid descritta come il prodotto di due fasci
proiettivi.

Due fasci che proiettano punti di una medesima
retta punteggiata sono prospettivi, perché si pud
passare da elementi dell'uno a elementi dell’altro
con una sola operazione di proiezione e sezione. Se
separiamo i due fasci e li ruotiamo in modo che si
taglino, in qualsiasi modo, i due fasci sono proietti-
vi, perché si puo passare dall’'uno all’altro per mez-
zo di piti operazioni proiezione e sezione: ad esem-
pio attraverso la costruzione della proiettivita tra
forme di prima specie (vedi il paragrafo 1.7 della
prima parte). Ma, dato che i due fasci sono proietti-
vi, I'intersezione delle rette corrispondenti dara
luogo ai punti di una conica.

La rappresentazione matematica consente di ve-
rificare questo assunto.

Per fare cio si costruiscono due fasci prospettivi
generici di centri 8 e 87, con le rette corrisponden-
tia’, b, ¢, d’, e’ ea”, b”, ", d”, e (figura 4.40). Sa-
rebbe sufficiente prendere solo tre coppie di rette
corrispondenti per determinare una conica, dato
che sono sufficienti cinque punti per determinarla.
Lo scopo, perd, & verificare che, per questi due fasci

Fig. 4.40

(traslati e ruotati liberamente), passi effettivamente
una conica (e una soltanto). Per cui conviene pren-
dere almeno un’altra coppia di rette. Una volta di-
segnati i due fasci prospettivi, riferiti a una medesi-
ma retta punteggiata p, si possono traslare e ruota-
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Fig. 4.40 Costruzione deila conica
dati due fasci prospettivi. Si costrui-
scono | due fasci prospettivi di cen-
tro §' e §” e rette corrispondent: a',
b, ¢, d' e ea” b" ¢ d" e" S
separano | due fascl, traslandal| e
ruotandoli liberamente nel piano.
Intersecando le coppie di rette cor-
rispondentl dei due fasci proiettivi,
si ottengona | punti di una conica



i reliberamente nel piano conservando sempre la re-
lazione di proiettivita. Come abbiamo detto, i due
i fasci non saranno pili prospettivi ma saranno co-
i munque due fasci proiettivi, per cui sara possibile
passare da una forma a un’altra per mezzo di un
i numero finito d’operazioni di proiezione e sezione.
! Intersecando i due fasci, le coppie di rette corri-
spondenti s’incontrano in punti di una conica, ad
i esempioa’ea” in A e cosi via. Una volta determina-
tiisette punti A, B, C, D, E, S’, S” e possibile co-
i struire la conica che passa per essi utilizzando le
i considerazioni precedenti (vedi costruzioni illu-
: strate nei paragrafi 4.24 e 4.28 della seconda parte).
! Nell’esempio della figura la conica determinata dai
fasci proiettivi e un’ellisse.
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thinkdesign

e [nserisci/ Disegno/ Linea/ 2 Punti, costruisce la ret-
ta p punteggiata. Si costruiscono i due fasci pro-
spettivi con centri S’ e S”.

* Modifica/ Sposta/, costruisce i due fasci proiettivi
traslati e ruotati di centri sempre S’ e S”.

* Modifica/ AgQiusta curve/, consente di estendere le
coppie di rette corrispondenti, ad esempioa’ea” in
A, nei rispettivi punti d’intersezione A, B, C, D, E.

Una volta trovati i punti anzidetti, si costruisce la
conica passante perisette puntiA, B,C,D,E, S, S”.
La costruzione consente di verificare sperimental-
mente 'esistenza della conica che nell’esempio del-
la figura e un’ellisse.
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